Ejemplo del uso de operadores escalera para
generar funciones de momento angular acopladas.

Eigenfunciones p;.

Se presentan ejemplos de la construccién de las eigenfunciones de los oper-
adores de momento angular electrénico total j2 v j, de los estados p; a partir
de los arménicos esféricos Y ,,, v de las eigenfunciones de espin av y f3.

Empezamos calculando el efecto de los operadores escalera sobre una
eigenfuncion de momento angular. Sabemos que los operadores escalera apli-
cados a un armoénico esférico Yy, satisfacen

E-i-)/f,mg = C+Y€,mg+1
E—n,mg = C—n,mg—l (1)

Para obtener las constantes C'; y C_ tomamos las normas cuadradas de los
dos miembros de estas igualdades

[ [ a0t = i
[ [y =ic-r ®)

Por otra parte recordemos que en las notas se demuestran las siguientes
relaciones para las normas de (4 Yy, v 0_Yy 1,

//dQ|£+1QW|2
//dme_yg,mf = [6(t+1) —mi+m] B (3)

De estas expresiones se obtienen las constantes C', y C_ y podemos escribir
el efecto de aplicar los operadores escalera de la forma

g-i-}/é,me = \/E(E + 1) - mg(mg + l)hn,me-i-l
C_Yym, = L+ 1) —mg(mg — 1D)RYym, -1 (4)

[0(€ + 1) — mi — my] B?

Estas relaciones se obtuvieron para las funciones de momento orbital, pero
son validas también para funciones de momento angular semientero.!

IRecordemos que todas estas expresiones se obtienen empleando las relaciones de con-
mutacién de las componentes de momento angular.



Consideremos ahora el caso de un electron p. Utilizando la segunda de
las relaciones 4 con £ =1y m = 1,0y —1 se obtiene

(_Yin = V2hYig
(Yo = V2hY1,
(Y, = 0 (5)

La misma relaciéon 4 puede ser empleada para el operador de espin s_, en
este caso con £ = s =1/2y con mg =1/2 0 —1/2, resultando

s_a = hp
s =0 (6)

Por otra parte, escribimos el operador de momento angular electrénico
total 7 = (45 Entonces también podemos escribir j, = £, +s, v j_ = {_+s_.
Para { = 1y s = 1/2 el maximo valor posible de la proyecciéon m; = 3/2
es la suma de las méximas proyecciones my, = 1y my = 1/2. La funcién de
onda de este estado es

Uy 0372 = Y1100 (7)

donde hemos utilizado los valores de j y m; como etiquetas del estado
acoplado. La funcién con j = 3/2 y m; = 1/2 se obtiene aplicando j_ =
{_+s_ a esta expresion, teniendo cuidado de emplear la relacién 4 para cada
operador. Resulta

J-Upy 32 = (L= +s-)Y1 10 (8)
pero, usando 4
J=Upy 0372 = ﬁh¢p3/2,1/2 (9)
y tambén
(= + s_)Yii0 = V2hY g + hY1, 8 (10)

Igualando estas dos expresiones y resolviendo para t)y,, , 12 se obtiene

2 1
Upyja1/2 = \/;Yma + %Ymﬂ (11)

Aplicando nuevamente j_ a este resultado se obtiene

2 1
20y, —1/2 = \/;h [\/53/1,—104 + Yl,oﬁ] + ﬁ\/ghylpﬁ (12)



y por tanto

1 2
wp3/27—1/2 - %}/l,—la _I_ \/;YVLO/@ (13)

Queda como ejercicio demostrar que si se aplica j_ a esta funcién se
obtiene la funcion que se espera, con minima proyeccion de momento angular
total m; = —3/2, que es

7~p117:3/2,—3/2 = }q,—lﬂ (14)

Nétese que como los armoénicos esféricos Y ,,, v las eigenfunciones de espin
a 'y 3 son ortonormales las eigenfunciones de fz v j. que hemos construido
son ortonormales también.

Falta obtener las funciones para j = 1/2 con proyecciones m; = £1/2.
Hya dos formas de lograrlo. Por una parte es claro que la funciéon con
m; = 1/2 debe ser una combinacién lineal de Yjpa y Yi16. Ademés la
combinacion lineal debe ser ortogonal a la funcién 11. La funcién que satis-
face esta condicién es

2 1

¢p1/2,1/2 = - 3 118 + %Yl,oa (15)

donde hay la posibilidad de multiplicar el miembro derecho por —1 (otra vez
aparece una fase arbitraria). Queda como ejercicio demostrar que si se aplica
j_ a esta funcién se obtiene

1 2
wp1/27—1/2 = _ﬁ}/l,oﬂ + \/;3/1,_104 (16)

En el primer ejercicio sobre efecto Stark en los estados 251/, y 2p;1/s se
presenta la otra forma de obtener estos mismos resultados. Se parte de una
combinacion lineal de las funciones cuyas proyecciones m, y m, satisfacen
my + mg = 1/2 con coeficientes arbitrarios. Al aplicar ¢, a esta funcién se
debe obtener 0. Esta condiciéon y la normalizacién de la funcién de onda
permite obtener los coeficientes de mezcla.

Para ¢ = 1y s = 1/2 hemos obtenido un conjunto ortonormal de seis fun-
ciones, combinaciones lineales de productos de armoénicos esféricos y eigen-
funciones de espin, que son eigenfunciones del cuadrado de momento angular
total 72 y su proyeccién j,, con j = 3/2 y 1/2. Es claro que este proced-
imiento se puede generalizar para construir las eigenfunciones de una suma de



dos momentos angulares 7; v jo que conmutan entre si, a partir de combina-
ciones lineales de productos de eigenfunciones de cada uno de los momentos
angulares.



