Capitulo 5

Interacciéon con campos
estaticos

En este capitulo discutiremos la interaccién de un atomo con un campo
externo. En el caso de un campo eléctrico hablamos del efecto Stark mientras
que para un campo magnético no muy intenso estaremos hablando del efecto
Zeeman.

En primer lugar conviene comparar los campos que se pueden obtener
en el laboratorio con los campos ”internos” de un atomo. Tomaremos como
ejemplo el atomo que conocemos muy bien, hidrégeno. El campo eléctrico
que "siente” el electrén en el estado base debido al ntcleo es

28, 272 eV %
Sy me T8 o  _514x10° (5.1)

eag 0.5 x 10-8 ecm cm

Por otra parte, la unidad de medida de interaccién del electrén con un campo
magnético es el magnetén de Bohr pup. En la pagina de NIST [26] se puede
consultar el valor en distintas unidades. Para la comparacién que queremos
hacer el valor de pup = 5.8 x 107° eV/T.

Por otra parte, en el laboratorio podemos producir campos eléctricos de
centenas de kV/em o campos magnéticos de unos 10 7. Estos son mucho me-
nores al campo que siente el electron debido al niicleo, o al campo magnético
de la interaccién espin-érbita en el estado 2p. Podemos entonces emplear
teoria de perturbaciones para calcular el efecto de estos campos de laborato-
rio sobre un atomo.
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114 CAPITULO 5. INTERACCION CON CAMPOS ESTATICOS

5.1. Efecto Stark.

En primer lugar trataremos la interaccién de un atomo con un campo
eléctrico homogéneo y uniforme &. La energia clasica de interacciéon de un
electron con este campo esta dada por

E=—e& 7 (5.2)

Para resolver el problema cuantico debemos anadir este término al Hamilto-
niano del atomo, y tratarlo como una perturbaciéon. Supondremos resuelto
el problema del Hamiltoniano del atomo sin campo, que tiene eigenfunciones
u; y eigenvalores F;. Si aplicamos teoria de perturbaciones a nuestro atomo,
el efecto del campo a primer orden sobre la energia esta dado por el valor
esperado de el término de perturbacién

EY = —e&, - /uffuid?’f" (5.3)

Podemos llegar lejos en la discusion de este valor esperado sin necesidad
de evaluar esta integral a partir de la siguiente consideracion. Hasta ahora no
hemos considerado otro operador que conmuta con el Hamiltoniano atémico
no perturbado, que es el operador de paridad. Se define por su efecto en
las coordenadas espaciales, que es el de cambiar 7 por —r. Es claro que el
Hamiltoniano atémico

H_—ZV2 Zf

no cambia si efectuamos esta transformacién. Las funciones de onda atémicas
deben ser eigenfunciones del operador de paridad. En la aproximacion Hartee-
Fock que hemos considerado la funcién de onda de IV electrones se construyen
con productos de orbitales de un electrén resultado de la aproximacion de
campo central. Estos orbitales de un electrén son de la forma

w(ﬁ 9¢) = RnE(T)Ykmz <9> ¢) (55)

Para evaluar el efecto del operador de paridad sobre este orbital necesitamos
considerar su efecto el los dngulos 6 y ¢. Bajo la tranformacién de paridad
los angulos cambian

Z*+Z<H 5 (54)

47T€ =

471'6

0—m—40
o>+ (5.6)
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y se puede demostrar que los armonicos esféricos satisfacen
Yo, (71 = 0,7+ ¢) = (=1) Yo, (6, 0) (5.7)

Por tanto la paridad del orbital de un electrén es igual a (—1)% esto es,
orbitales con ¢ par son pares (no cambian signo al cambiar 7 por —7) y
orbitales con ¢ impar son impares (cambian el signo). La paridad de las
funciones de onda multielectrénicas (productos de estos orbitales) esta dada
por la paridad de Y, ¢;. Es bastante directo llegar al resultado que la paridad
de los orbitales en una capa cerrada es siempre par. Esta propiedad de paridad
no cambia si uno hace el calculo de los estados electronicos de un atomo con
modelos mucho mas sofisticados que el modelo Hartree-Fock. Los estados
resultantes se pueden siempre clasificar en pares o impares. En la figura
5.1 se muestran los armonicos esféricos Yy y Yog. En esta figura se indican
mediante colores los signos de cada funcion.

Ahora, el término que agregamos al Hamiltoniano por efecto del campo
eléctrico externo es impar, y a primer orden tenemos que evaluar sobre todo
el volumen de una funcién que es impar (7) por una funcién que sabemos
que es par, |u;|%, ya que es el producto de dos funciones pares o dos funciones
impares. Esta integral es cero y por tanto concluimos que a primer orden de
perturbacion la correccién a la energia debida a un campo eléctrico externo
es cero.

El primer término diferente de cero se obtiene de la expresién a segundo
orden de perturbaciones

202 *= 71322
9 e*E5| [ witu;dr
EP =% OE:E‘ (5.8)
i i T B

Aqui debemos calcular los elementos de matriz del término de perturbacion
entre el estado que estamos estudiando (funcién ;) y todos los demés estados
del atomo u; que tienen la paridad opuesta a u;. Se vuelve un calculo compli-
cado, para el que hay que hacer aproximaciones. No abundaremos mas en los
detalles de este tipo de cédlculos. Lo que si podemos concluir es que el efecto
Stark depende del cuadrado del campo eléctrico. Esto es, estamos describien-
do el efecto Stark cuadrdtico. También podemos describir cualitativamente el
efecto de un campo eléctrico sobre el estado base de un atomo. El numerador
de la ecuacion 5.8 es siempre positivo, y para el estado base el denominador
es siempre negativo (E; < E; para todos los estados j). Por tanto el campo
eléctrico empuja hacia abajo en energia al estado base electrénico.
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Figura 5.1: Armonicos esféricos Yig v Yoq. La parte positiva de cada funcién
se indica en azul y la negativa en naranja.
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Estas consideraciones son validas a menos que exista dos estados casi
degenerados que tengan paridades opuestas y que por consiguiente se mez-
clen por accién del campo eléctrico externo. En ese caso tenemos que usar
teorfa de perturbaciones (casi-)degenerada para un efecto Stark lineal. Esto
se da, por ejemplo, en hidrégeno. Consideremos el caso de los niveles n = 2
de hidrégeno atémico. Sabemos que los estados 2p; 2 y 251/, estdn separados
por el corrimiento Lamb, que es pequeno, y también sabemos que el elemento
de matriz del Hamiltoniano Stark de perturbacién es distinto cero entre estos
estados. En el ejercicio 1 de la tarea se obtienen los eigenvalores y las eigen-
funciones para este caso empleando teoria de perturbaciones para estados
casi-degenerados. Consideramos que el campo eléctrico esta en la direccion
z, v podemos calcular los elementos de la matriz Hamiltoniana entre los es-
tados 2s1/5 y 2p1/2 con una proyeccién de momento angular total m; =1 /2.
La matriz resultante es de la forma:

H= < DAL gefoma ) (5.9)

3 650 22p,2s 0

donde Ay, es el corrimiento Lamb y 25,9, es la integral radial

sy = /0 ™ Roy () Ray (r)r2dr (5.10)

que se obtiene al evaluar el elemento de matriz del Hamiltoniano de per-
turbacién. Si se diagonaliza esta matriz se obtienen los eigenvalores y los
eigenvectores. Los detalles del calculo de encuentran en el ejercicio 1. En la
figura 5.2 se muestra el comportamiento de los niveles de energia en funcién
del campo eléctrico aplicado.

5.2. Efecto Zeeman.

Ahora trataremos la interaccion de un atomo con un campo magnético
externo. Sabemos que en un atomo hay una interaccién magnética interna,
la interaccién espin-érbita. El efecto de estas dos interacciones magnticas (la
interna y con el campo externo) da lugar a dos términos que hay que agregar
al Hamiltoniano.

La interaccion espin-orbita acopla los momentos angulares L y S para dar
como resultado el momento angular total J. En mecamca clasica la interac-
cion depende del angulo entre L y S respecto a J. La interaccién se encarga
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Figura 5.2: Efecto Stark en los estados 2sy/2 y 2p; /2 en hidrégeno atémico. La
energia (ordenadas) estd normalizada a la separaciéon Lamb Ay y el campo
eléctrico & aparece en las abcisas como e&pzas 2,/ AL
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de causar una precesion de L y S respecto a J. Ya vimos que el Hamiltoniano
de interaccién se puede escribir como

H,, =(CL-S (5.11)

Por otra parte, en un campo magnético externo los momentos angulares
orbital L y de espin S interactian cada uno con el campo B La interpre-
taciéon clésica de esta interaccién es que cada momento angular efectia un
movimiento de precesién de manera independiente respecto a B. En este caso
el Hamiltoniano de interaccion con el campo externo es de la forma

Hy = —pp[L + gsS] - B (5.12)

Aqui recordamos que gg ~ 2 es la razon giromagnética (relativista) necesaria
para describir correctamente la interaccion entre el espin del electréon y un
campo magnético.

Ambas interacciones son muy pequenas comparadas con la energia de
Coulomb del atomo. Podemos entonces usar teorfa de perturbaciones para
calcular su efecto en los niveles de energia del atomo. Sin embargo estos
dos términos son diagonales en bases diferentes. La interaccion espin-érbita
es diagonal en la base LSJM; mientras que el Hamiltoniano Zeeman es
diagonal en la base LM SMs.

Se acostumbra tratar dos limites por separado. Cuando la interaccion
espin-érbita es mas grande que el término Zeeman (H,, > Hyz) se utiliza la
base (LSJ) acoplada y la aproximacién que discutiremos mas adelante para
calcular el efecto del campo magnético externo. En este caso se habla del
efecto Zeeman y se ilustra en el lado derecho de la figura 5.3. El otro limite
ocurre cuando el efecto del campo interno es mas grande que la energia espin-
érbita (Hz > H,,). Aqui se utiliza la base desacoplada LM SMg en la que
la energia Zeeman resulta de la interacciéon por separado de L y S con el
campo externo, como se muestra en el lado derecho de la figura 5.3. Se puede
calcular facilmente y resultando

Ez = —up[Mp, + gsMs|B (5.13)

Posteriormente se puede incluir el efecto de la interaccion espin-orbita calcu-
lado en esta base como perturbacion a primer orden.

Para calcular el efecto del campo externo en el limite de campo débil
seguiremos un camino distinto. En principio debemos calcular el efecto del
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Zeeman Paschen-Back

Figura 5.3: Interaccin de un atomo con un campo externo en los limites
Zeeman y Paschen-Back.

Hamiltoniano Zeeman en la base LSJM ; y atn ésto es complicado. Podemos
simplificar los argumentos si nos basamos en el modelo vectorial. La interac-
cién espin-orbita hace precesar a L y S alrededor de la direccién de J y el
campo externo a su vez hace precesar a J alrededor de B. La precesién es lo
suficientemente rapida como para que solo las proyecciones de L y S respecto
de J no se promedien a cero. En esta aproximacién el Hamiltoniano Zeeman
se escribe como L oL
LJt95 77 (5.14)
J2

esto es, proyectamos tanto L como S en la direccién de J y luego proyectamos
esas componentes sobre el campo externo. Es por esto que necesitamos dos
vectores unitarios J, /|J], uno en cada proyeccion, resultando un J? en el
denominador.

Tomaremos un sistema de ejes en el que el campo externo B est4 a lo
largo del eje z. Por tanto el valor esperado del ultimo término en la base
LSJMj es (J - B) = (ByJ.) = M;B,. Falta ahora evaluar el valor esperado
del cociente en esta base. Para ello recordamos que

Hy = —upp

J=L+8 (5.15)

y por tanto si tomamos el producto escalar de esta ecuaciéon con L y con S
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resulta
[ joI?+D.§
S.J=L-S+ 5 (5.16)

Por otra parte recordemos que al calcular la interaccién espin-orbita obtuvi-
mos

L-§=

. jz_[‘:z_gé
G (5.17)

Con estas expresiones podemos evaluar los valores esperados de todos los
términos en la ecuacion 5.14, resultando

(Hz) = —ppgsM,;Bo (5.18)
donde el factor de proporcionalidad es

J(J+1)+L(L+1) =SS+ 1)+ g[J(J+1) = L(L+ 1)+ S(S +1)]
2J(J+1)

(5.19)
y es conocido como factor g de Landé. Los niveles de energia son los valores
esperados de este Hamiltoniano y estan dados por

EZ(MJ) = —gj[LBMJB (520)

Esta ecuacion nos dice que los niveles de energia degenerados en el atomo
libre se desdoblan en 2.J 4+ 1 componentes de acuerdo al valor de M.

Hemos demostrado entonces que en presencia de un campo magnético ex-
terno los niveles de energia de un atomo con momento angular total diferente
de cero se desdoblan en 2.J + 1 subniveles y que la magnitud del desdobla-
miento es proporcional al campo magnético externo. Como ejemplo podemos
calcular el desdoblamiento en funcién del campo para el rutenio neutro, con
44 electrones. Su configuracién base es [26] 4d"5s, 1o que da un término base
con L =3y S =2o0un?’F. Los valores posibles de momento angular total .J
son 1, 2, 3,4 y 5. La tercera regla de Hund dice que como tiene mas de media
capa 4d llena el estado base es el de J = 5. Con estos valores de momentos
angulares calculamos una g;:

554+ 1) +3(3+1)—2(2+1)+2[5(5+1) -3(3+1)+2(2+1)] 7

2 x 5(5+1) 5

(5.21)

El comportamiento de los niveles de energia para el estado base de rutenio
se muestran en la figura 5.4.
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Figura 5.4: Desdoblamiento de niveles por el efecto Zeeman del estado °F
en rutenio.



5.2. EFECTO ZEEMAN. 123

Estructura hiperfina.

Hasta ahora no hemos considerado que el ntcleo de un atomo puede
también tener un espin diferente de cero. En este caso hay que considerar
la estructura hiperfina. De manera andloga a lo que hicimos con estructura
fina, ahora tenemos dos términos que anadir al Hamiltoniano. Uno es la
interaccién hiperfina

Hy = AI-J (5.22)

y el otro es la interaccién de los momentos angulares con el campo magnético
externo
Hz = —pp(9sJ) +g:11) - B (5.23)

donde el factor g; nuclear es mas pequeno que g; por un factor que es el
cociente de la masa del electrén entre la masa nuclear m,/My.

Nuevamente separamos dos casos: para campos pequenos comparados con
la separacion hiperfina consideramos la precesion rapida de I y J alrededor
del momento angular total F , para despues considerar la precesion de las pro-
yecci’ones alrededor de B. Esto permite reescribir el Hamiltoniano Zeeman
como

HZ:—,UB gJJ-——l—ng— — - B (524)
( T ) T

de tal manera que se puede calcular un factor de Landé hiperfino gr dado
por

 FF+L)+JJ+1) =11 +1) FF+1)+I(I+1)—-J(J+1)
gr = 91 2F(F + 1) Tar 2F(F + 1)

PP+ +JJ+1) - I(I+1)

gy SF(F + 1) (5.25)

Para campo débil tenemos entonces un desdoblamiento de cada nivel hiper-
fino F en sus 2F 4 1 proyecciones.

Para campos altos se desacoplan I y f, y cada uno interactia por sepa-
rado con el campo externo B. Para incluir como perturbacion la interaccién
hiperfina (ec. 5.22) usamos la proyeccién de cada momento angular respecto
al campo, resultando los niveles de energia:

E(Mj, M) = —pupB (9, M;+ giMr)+ A My M; (5.26)

Los valores de campo magnético que se pueden obtener en el laboratorio
(hasta unos 10 T) permiten ir de un limite a otro. Por tanto es importante
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considerar el comportamiento de los niveles de energia para campos inter-
medios. Se necesitan calcular los elementos de matriz de los dos términos en
el Hamiltoniano para luego diagonalizar las matrices resultantes. Cuando al
menos uno de los dos momentos angulares es igual a 1/2 se puede obtener
una expresién simple, conocida como la férmula de Breit-Rabi.! Por ejem-
plo, se pueden aplicar esos resultados a la descripcion del estado base de
hidrogeno o de los metales alcalinos, con un unico electrén s fuera de capas
cerradas. Se tiene un estado base electrénico 25, 2 al que hay que agregar
el espin nulcear correspondiente. En la figura 5.5 se muestran los niveles de
energfa del estado base del isétopo 7 Rb, que tiene a un electrén 5s y un espin
nuclear I = 3/2. A campo cero los estados F' = 1y 2 estdn separados por
una energia correspondiente a 6.8 GHz. Para campos grandes las proyeccio-
nes de momento angular electrénico M; = £1/2 se subdividen de acuerdo a
las cuatro proyecciones del momento angular nuclear I = 3/2. La férmula de
Breit-Rabi permite obtener el comportamiento de los niveles para cualquier
valor del campo magnético.

LG. Breit and I. Rabi, Phys. Rev. 38, 2082 (1931).
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Figura 5.5: Desdoblamiento Zeeman de niveles hiperfinos del estado 5s 29, /2

en 8"Rb.



