Capitulo 6

Interaccion con radiacion.

6.1. Perturbaciones dependientes del tiempo.

Hasta ahora hemos estudiado la interaccion de los atomos con campos
estéticos ya sea eléctricos (efecto Stark) o magnéticos (efecto Zeeman). Ahora
nos interesa estudiar la interaccion de los atomos con campos oscilantes. En
particular nos preguntamos cudl es el efecto de una onda electromagn’etica
plana monocromatica sobre un atomo. Escribimos el vector eléctrico de la
onda de la forma:

E(7,t) = Egécos(k - 7 — wt) (6.1)

donde Ej es la amplitud del campo y hemos supuesto que la onda plana se
propaga en la direccién k y estd linealmente polarizada en la direccion é.

Suponemos conocido el Hamiltoniano Hy del a&tomo y que hemos resuelto
el problema de sus estados estacionarios. Esto es, hemos obtenido un conjunto
completo de eigenfunciones y eigenvalores {¢(7,t), E;} tales que

Hoos(7,t) = z‘ha@g’t) ~ F exp(—%Eit)ui(F) (6.2)
donde explicitamente escribimos la eigenfuncién ¢; como el producto de la
exponencial dependiente del tiempo por la funcion espacial u;.

Supongamos ahora que tenemos un atomo de un electrén (los resultados
que obtengamos se pueden generalizar facilmente a atomos multielectréni-
cos). El electrén interacia con el campo eléctrico de la onda. La energia de
interaccion es:

V(Ft) = —eE -7 (6.3)
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y nos preguntamos el efecto de anadir este término al Hamiltoniano. Esto es,
queremos resolver la ecuacién de Schroedinger dependiente del tiempo

o
Hy = ih—— A4
v=in (64
donde el nuevo Hamiltoniano es la suma
H = Hy+V(rt) (6.5)

La teoria de perturbaciones dependiente del tiempo de la mecénica cuanti-
ca nos dice como resolver este problema, al menos de una forma aproximada.
Para empezar, recordemos que el conjunto {¢;} es un conjunto completo de
eigenfunciones. Por tanto podemos escribir la funcién solucién de nuestro

problema como

DI t) =D ci(t)i(F t) (6.6)
donde hemos supuesto que los coeficientes ¢; dependen del tiempo. Como
siguiente paso sustituimos esta expansion en la ecuacion de Schroedinger.

Necesitamos los términos

Hy = (Hy+ V)Y = Z[clEl exp(—%Eit)ui + ¢ exp(—;bEit)Vui] (6.7)

zh%f =iy ¢ exp(—%Eit)ui + E; exp(—%Eit)ui] (6.8)

Al momento de igualarlos el primer término del miembro izquierdo cancela
el segundo término del miembro derecho, resultando:

Zcz- exp(—%Eit)Vui = ZhZCZ exp(—%Eit)ui (6.9)

Ahora multiplicamos ambos miembros por una de las funciones u; e integra-
mos sobre todo el espacio:

> e eXp(—%Eit)/u;Vuid?’F: iRy ¢ exp(—%Eit)/u;uidSF (6.10)

Tomamos en cuenta que el conjunto {u;} es ortonormal y por tanto del lado
derecho so6lo queda en la suma el término con ¢ = 5. En el miembro izquierdo
suponemos conocida cada una de las integrales

Viult) = / WV (F, ) (6.11)
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resultando la ecuacién para ¢;:

Ei E;
— ——E:cZ exp[— - ———LV;i(¢) (6.12)
Por dltimo llamamos w;; = (E; — E;)/h y obtenemos una ecuacién para

la evolucion temporal de los coeficientes ¢; que es totalmente equivalente a
la ecuacion de Schroedinger (esto es, hasta ahora no hemos hecho ninguna
aproximacion)

=—— ch exp(—iw;;t)V;i(t) (6.13)

Suponemos ahora que para t = 0, que es justo el instante en que ”encen-
demos” el campo oscilante, el atomo se encontraba en uno de los estados de
Hy, en el estado n. Esto implica que ¢,(0) = 1 y que ¢;(0) = 0 para i # n.
La teoria de perturbaciones dependiente del tiempo hace la aproximacion de
que nunca nos alejamos mucho de esta condicién inicial. Esto es, podemos
sustituir estos valores (¢; = ;) para todo tiempo posterior en el miembro
derecho de la ecuacién para ¢;, resultando la ecuacién diferencial:

¢ = —% exp(—iwnit)Vin(t) (6.14)

que puede ser integrada de manera trivial
1 t
¢;(t) = —% [ oxp(—itonst) V(1 (6.15)
Lo que hemos hecho nos permite resolver de manera aproximada la ecua-
cién de Schroedinger dependiente del tiempo, mediante los coeficientes de
la expansion c;. ;Qué significa el coeficiente ¢;7 De acuerdo a la mecénica
cuantica es la amplitud de probabilidad de encontrar al atomo en el estado
j sabiendo que al tiempo t = 0 se encontraba en el estado n. Por tanto
lc;(t)|* es la probabilidad de que por efecto de la radiacién electromagnética
el sistema haya pasado del estado n al j. Diremos entonces que |c;(t)|? es la
probabilidad de transicién del estado n al j.

6.2. La aproximacién dipolar eléctrica

Excepto por el comienzo, no hemos utilizado la expresion explicita para
la onda plana, monocromatica y linealmente polarizada. Si ahora sustituimos
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V (7, t) podemos calcular V;,(t) de acuerdo con
Vin(t) = —eEo/u;é -7eos(k - T — wt)u,d°F (6.16)

Supongamos que la onda esta polarizada en la direccién z. Esto es € = @ y
por tanto € - 7= z. En este caso V;,(t) queda de la forma:

Vin(t) = —eEo/u;x cos(k - 7 — wt)u, d*7 (6.17)

En principio si sabemos las funciones de onda del atomo podemos cal-
cular esta integral. Sin embargo realizaremos una aproximacién mas para
simplificarla. Para justificar esta nueva simplificacion hagamos un analisis
del orden de magnitud del término espacial en el argumento del coseno. La
magnitud del vector de onda k es 27 /A donde A es la longitud de onda de
la radiacién empleada. Supongamos que nuestra onda esta en el visible. Una
longitud de onda caracteristica del visible es 500 nm. Por otra parte, el vector
de posicién 7 es del tamano del atomo, aproximadamente igual al radio de
Bohr ag ~ 0.05nm. Luego entonces el producto k-7~ 2 x 1074 es bastante
pequeno. Por consiguiente podemos despreciar la dependencia espacial en el
coseno. Lo sacamos de la integral y V;,(t) resulta

Vin(t) = —eEy cos(wt) /u;mund?’f’: —eEyxj, cos(wt) (6.18)
donde z;, es el elemento de matriz de transicion dipolar eléctrica

que es un nimero que se debe poder calcular si se conocen las funciones de
onda. Si en lugar de estar polarizada en la direccion = la onda estd polarizada
en la direccion y o z podemos generalizar este resultado si sustituimos en cada
caso los elementos de matriz de transicién dipolar eléctrica y;, 0 zj,.

A la aproximacion que hemos hecho se le llama aprozimacion dipolar
eléctrica. Es muy 1til y da excelentes resultados, siempre y cuando se utilice
en la region del espectro electromagnético en la que es vélida.

Podemos ahora sustituir V;,(¢) en la expresion para la amplitud de pro-
babilidad de transicion, resultando

7

t
ci(t) heEoscjn/O exp(—iwp;t’) cos(wt')dt’ (6.20)
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Figura 6.1: Procesos de absorcion y emisién estimulada de radiacién .

Esta expresion puede ser integrada de manera trivial si utilizamos la descom-
posicion del coseno en exponenciales complejas

exp(iwt’) 4 exp(—iwt’)
2

7 t .
ci(t) = —eEOxjn/O exp(—iwy;t")

dt’ 21
. (6.21)

resultando

_eEOxjn{exp[—i(wnj —w)t] =1  exp[—i(wpj+w)t] — 1
2h (Wnj — w) (wn; +w)

cj(t) =

}(6.22)

Recordemos que en esta expresion w es la frecuencia angular de la radia-
cién electromagnética mientras que hw,; = E, — E; es la frecuencia angular
asociada a la diferencia en energias entre el estado inicial n y el estado final
J. Supongamos, para fijar ideas, que el estado n tiene menor energia que el
estado j como se muestra en el panel izquierdo de la figura 6.1. Supongamos
también que la frecuencia de la radiacién estd lo suficientemente cerca del
valor absoluto de esta frecuencia caracteristica del atomo. En este caso wy,;
es una cantidad negativa, el primer denominador, w,; — w es una cantidad
negativa cuyo valor absoluto es del tamano de 2w mientras que el segundo
denominador w,; 4+ w puede ser pequeno, dependiendo de qué tan cerca esta
w de —wy;. El primer término en la amplitud de probabilidad es entonces
mucho menor que el segundo y puede ser despreciado, resultando:

(1) = eEoy exp[—i(wy; +w)t] — 1
N 2h (Wnj + w)

(6.23)

Este caso representa una transicién desde un estado inferior a a un estado
superior por absorcion de energia de la onda electromagnética.

Si por el contrario el estado inicial n queda por arriba del estado final j
(panel derecho de la figura 6.1) se cambia el signo de w,; y se invierten los
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papeles de los denominadores. El primer término en la amplitud de proba-
bilidad de transicion es ahora el dominante, y el segundo término puede ser
despreciado, resultando:

i) = _ eEoxjn exp[—i(wn; —w)t] — 1
N 2h (Wnj — w)

(6.24)

En este caso hablamos de emision estimulada por el campo de radiacion.
Si llamamos Aw = w — |wy,;| podemos tratar los dos casos con la misma
expresion
eEozj, exp[FilAwt] — 1

cj(t) = F— A (6.25)

Ahora, nos interesa la probabilidad de transicién, que en ambos casos es igual
a

e (1)? = e2E2|zjn|? [exp(iAwt) — 1][exp(—iAwt) — 1]
“ B 4h* Aw?

Empleando identidades trigonométricas simples se puede expresar esta pro-
babilidad de transiciéon como:

(6.26)

(6.27)

De esta expresién podemos obtener a conclusiones importantes. La pro-
babilidad de transicién es proporcional al cuadrado de la amplitud del campo
eléctrico de la onda (que es, a su vez, proporcional a la intensidad de la radia-
ci6én). También es proporcional al cuadrado del elemento de transicién dipolar
eléctrica x;,. La funcién sen?(Aw/2 t)/(Aw/2)? nos da la dependencia en la
desintonfa Aw. En la figura 6.2 se muestra esta funcién dividida entre #2. La
funcién tiene un maximo pronunciado cuando Aw = 0, esto es, cuando la
frecuencia de la onda electromagnética es igual a la frecuencia angular entre
los dos niveles de energia del dtomo. Esto nos recuerda la imagen utilizada
primero por Bohr y luego por Einstein de que la radiacion electromagnéti-
ca induce transiciones entre dos estados en un atomo siempre y cuando se
satisfaga la relacion

hw = FE, — E, (6.28)

La expresién que obtuvimos nos dice que la probabilidad de transicién es
maxima cuando se satisface esta relacién. Sin embargo, también podemos
inducir transiciones atn si el valor de la desintonia Aw es diferente de cero.
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sen’(Aw/2 t)/(Aw/2 t)’

Aw/2 t

Figura 6.2: Dependencia de la probabilidad de transicién con la desintonia
Aw.
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En este momento es conveniente senalar que la teoria de perturbaciones
no es la inica manera de resolver la ecuacion de Schroedinger dependiente del
tiempo para el caso muy importante de un atomo con dos niveles de energia.
En el ejercicio 3 se discuten los pasos que llevan a una solucién exacta de
este problema, y se demuestra que los dos coeficientes de mezcla oscilan en el
tiempo con una frecuencia caracteristica que tiene que ver con la desintonia
y con la intensidad de la radiacién que se llama frecuencia de Rabi.

6.3. Fuentes no-monocromaticas. Regla de oro
de Fermi.

Solo en condiciones especiales tenemos en el laboratorio una fuente de
ondas electromagnéticas monocromaticas. Podemos extender este resultado
a una fuente no monocromatica que emite radiacién con densidad de energia
p(w). Esto es p(w)dw da la energia por unidad de volumen comprendida
entre las frecuencias w y w + dw. Si hacemos memoria recordaremos que en
la teoria electromagnética la densidad de energia del campo es proporcional
al cuadrado de la amplitud del campo eléctrico.

—

€o| EJ?

(6.29)

Por tanto en la probabilidad de transicion podemos sustituir el cuadrado de
la amplitud de campo por 2/ey X p(w)dw. Para obtener la probabilidad de
transicién total tenemos que integrar la expresion resultante sobre todas las
frecuencias presentes en nuestra fuente:

e2lxin2 2 oo sen?(52t)
6P = 5o [ b p(w)ds (6.30)

Ahora suponemos que la densidad de energia varia lentamente si se compara
con la variacién de sen?(Aw/2 t)/(Aw/2)?. En este caso podemos sustituir
la funcién p(w) por su valor en resonancia p(|wy;|) y la sacamos de la integral
obteniendo:

Pl pllngl) [ sen®(A21)
ci(t) |2 = ELEml Pwny / 2% 4 6.31
‘ J( )’ 27;L2 €o 0 (%)2 ( )
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Para evaluar la integral hacemos el cambio de variable z = Aw/2 t resultando

e |znl® pllwnsl) ,, [ sen’(z)
(D7 = Jn n Qt/ d 6.32
|¢;(1)] o2 € Clonglj2 ¢ 22 “ (6.32)

Como el integrando tiene un maximo en z = 0 y decae rapidamente a cero,
podemos extender el limite inferior de la integral a —oo sin afectar su valor.
La integral con este limite extendido es igual a m por lo que la probabilidad
de transicién debida a una fuente no-monocromatica es

2| |?
(D2 = jn
o = 12

(st (6.33)

Ahora, si la fuente no es monocromatica, probablemente tampoco estard
linealmente polarizada. Entonces en esta expresion debemos sustituir |z,,;|?
por el promedio de elementos de matriz de transicién dipolar eléctrica |7,,|?/3.
Llegamos asi a una expresiéon muy simple para la probabilidad de transicién:

o 62’77]'71|2

e (O] = pllwns| )t (6.34)

Notese que esta probabilidad de transicion crece linealmente con el tiem-
po. Esto implica que en algiin momento la suposicién hecha en la teoria de
perturbaciones dependiente del tiempo de que los coeficientes ¢; con j # n
eran mucho menores que uno deja de ser valida. Sin embargo, podemos ob-
tener la tasa de transicion, que es la probabilidad de transiciéon por unidad
de tiempo

dle;(O)* _ €*|ul*m

) (6.3)

que es una constante. A esta expresién se le llama la regla de oro de Fermi. Da
una relacién cuantitativa entre la tasa de transiciéon en un sistema cuantico
y la densidad de energia del campo que produce esas transiciones.

6.4. Atomos Multielectronicos.

Estosos resultados se pueden aplicar directamente a atomos de un electron.
Por ejemplo, en los metales alcalinos con un electrén fuera de capa cerrada,
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la radiacién electromagnética produce transiciones entre dos estados diferen-
tes de ese electron. La descripcin de esos estados de un electréon es igual
a la que se hace para los estados hidrogenoides, excepto que no se pueden
considerar los estados ocupados por los electrones en las capas cerradas. Por
ejemplo, en potasio (Z = 19) con el estado base [Ar]4s*S; /2 podemos calcu-
lar la probabilidad de transicion de este estado a cualquier estado excitado,
digamos el [Ar]5p*P3o. En este caso estamos considerando la transicin que
involucra el cambio del estado cuantico de un electron. Las mismas ideas
se pueden extender a atomos multielectronicos. Supongamos que queremos
describir las transiciones entre el estado base y un estado excitado. Partimos
de la descripcién del estado base en un esquema de acoplamiento. Escribimos
la configuracion, el término (si es acoplamiento LS) y el valor de momento
angular electrénico total J de los estados inicial (base) y final de la transicin.
Para transiciones en el ifrarrojo cercano, el visible y el ultravioleta el estado
final corresponderd usualmente a la excitaciéon de un electrén en las capas
mas externas. Tomemos un atomo con varios electrones en una capa abierta,
para fijar ideas; por ejemplo vanadio con un estado base [Ar]3d®4s® *Fy)s.
Estados excitados en vanadio corresponderan al movimiento de uno de los
electrones 3d o 4s a orbitales desocupados. Tomemos las configuraciones de
dos de estas excitaciones: [Ar|3d?4s?4f y [Ar]3d34s5p. Decimos que se tra-
ta de transiciones de un solo electron. Podemos usar reglas de hund para
construir lo términos y estados de estas configuraciones y con ellas calcular
sus funciones de onda. Con las funciones de onda del estado base y los es-
tados excitados calculamos entonces los elementos de matriz de transicion
dipolar eléctrica y con ellos la probabilidad de transiciéon dipolar eléctrica.
Si se supone que los orbitales de las configuraciones inicial y final de la tran-
sicion pertenecen a la misma base ortonormal, se puede demostrar que los
elementos de matriz que hay que calcular en nuestros ejemplos son:

— * — 3 =
T3d4f = /ugdru4fd T
— * — 3 =
Fis5p = /u4sru5pd 7 (6.36)

Es importante senalar que en estas integrales empleamos orbitales de un solo
electron en el atomo.

Como la probabilidad de transicién es proporcional a estos elementos de
matriz al cuadrado, conviene tener criterios generales para saber cuando es-
tos elementos son diferentes de cero. En breve discutiremos estas reglas de
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seleccion. Antes nos detenemos a hacer la siguiente observacién: la excitacién
de un electréon no tiene por qué ser de los electrones en las capas mas ex-
ternas. En nuestrio ejemplo de vanadio, podemos pensar en la excitacion de
electrones en el carozo de capa cerrada [Ar] = 15?25*2p%3523p°. Para excitar
uno de estos electrones se necesitarda mas eneria, usualmente en las regiones
que se conocen como ultravioleta extremo (o ultravioleta de vacio) o rayos
x. Cuando se excita un electron en capas internas y por consiguiente se ge-
nera un hueco, decae rapidamente por uno de dos procesos: (1) por emisién
de rayos x en la que un electrén de capa més externa hace una transicion
para llenar el hueco; y (2) por un proceso Auger en el que dos electrones de
capa externa participan, uno de ellos llena el hueco y el otro sale del atomos
llevandose la energia sobrante.

6.5. Reglas de seleccidén.

Hemos visto que la probabilidad de transicién dipolar eléctrica entre dos
niveles de un atomo es proporcional al elemento de matriz dipolar eléctrico

P = / WU dF (6.37)

Para una transicion especifica en un atomo es posible que 7, = 0, en cuyo
caso no hay transiciones dipolares eléctricas entre los estados j y n. De mane-
ra analoga, podemos obtener un conjunto de reglas que deben de satisfacerse
para que 7, # 0. A estas reglas se les llama reglas de seleccion.

La primera regla de seleccién es muy general y tiene que ver con la pa-
ridad. El operador de transicién dipolar eléctrica 7 es un operador impar
respecto a inversion de coordenadas espaciales. Para que el elemento de ma-
triz de un operador impar sea diferente de cero se necesita que los estados
que conecta sean de paridades opuestas. Luego entonces 77, # 0 sélo si u; y
u, son de paridades opuestas.

Las siguientes reglas de seleccién tienen que ver con la conservacion del
momento angular en la transicién. Resulta que un fotén dipolar eléctrico
tiene un momento angular jfy = 1. Podemos entonces usar las reglas de
acoplamiento de momentos angulares para obtener mas reglas de seleccién:
debe ser posible obtener el momento angular total del estado final de una
transicion de sumar un momento angular ]Z = 1 al momento angular total
del estado inicial.



138 CAPITULO 6. INTERACCION CON RADIACION

Para dtomos de un electrén (hidrogenoides o metales alcalinos) estas con-
sideraciones se traducen en las reglas de seleccion para transiciones dipolares
eléctricas para el cambio en el momento angular orbital y su proyeccion

Amy =0, +1 (6.38)

Notese que estas reglas de seleccién incluyen ya las consideraciones que hici-
mos sobre la paridad. En dtomos de un electréon no hay transiciones dipolares
eléctricas entre estados con el mismo momento angular orbital. Entonces en
hidrégeno y en los metales alcalinos las transiciones dipolares eléctricas per-
mitidas son, por ejemplo s — p, p — {s, d}, d = {p, f}.

En datomos con mas electrones hay dos tipos de reglas de seleccién. Unas,
como las que proviene de la paridad o de la conservacion del momento an-
gular, son obedecidas estrictamente. Estas reglas de seleccién para atomos
multielectréonicos son:

AJ =0, £1 (6.39)

y la transicién

J=0-=J=0 (6.40)

no esta permitida. Ademéas debe haber un cambio en la paridad de los estados.

Otras reglas de seleccion dependen en mayor o menor medida de qué
tan bien se aplica a los estados involucrados un equema de acoplamiento
de momentos angulares. Asi por ejemplo, el operador dipolar eléctrico es
independiente del espin y por tanto para atomos en los que el acoplamiento
LS es vélido se tienen las siguientes reglas de seleccion:

AL =0, 1
AS =0 (6.41)

Por supuesto que estas reglas no sirven para atomos en los que el acopla-
miento LS no es valido.

. Qué pasa con los niveles de un dtomo para los que 7}, = 07 Por lo que
hemos estudiado entre esos dos niveles no hay transiciones dipolares eléctri-
cas. { Esto quiere decir que no hay ninguna transicion electromagnética entre
estos dos niveles? De ninguna manera. Lo que tenemos que hacer en este ca-
so es considerar la siguiente aproximacion que no tenga elemento de matriz
cero en el coseno que aparece en la expresién de la onda electromagnética.
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Figura 6.3: Transiciones cuadrupolares eléctricas y dipolares eléctricas en
cobalto.

Sin entrar en mas detalles, cuando se hace ésto se encuentran transiciones
cuadrupolares eléctricas o dipolares magnéticas, usualmente unos seis 6rde-
nes de magnitud menos intensas que las transiciones dipolares eléctricas, y
que tienen sus propias reglas de seleccion. Uno puede seguir a transiciones
octupolares eléctricas o cuadrupolares magnéticas o a multipolos mas altos.

Por supuesto que la aproximacion dipolar eléctrica es menos valida a
medida que disminuye la longitud de onda de la radiacién. Por ejemplo en la
figura 6.3 se muestra el espectro de emision de rayos x en cobalto metalico que
ocurre después que se produce un hueco en la capa interna 2p. Se observan
las transiciones dipolares eléctricas permitidas 3s — 2ps/2 v 35 — 2py/2. Se
observa también un pico de emisiéon muy débil que corresponde a la transicion
cuadrupolar eléctrica 3p — 2p.

La intensidad de la radiacion que se emplea para producir una transicion
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(en absorcién) también es un factor importante para observar transiciones
prohibidas por la aproximacién dipolar eléctrica. Por ejemplo, acabamos de
senalar que en los atomos de un solo electrén (H o los alcalinos) no hay
transiciones dipolares eléctricas entre estados con el mismo momento angular
orbital (s a s, p a p, etc.) Si se utiliza una fuente de radiacién muy intensa,
un laser (veremos los principios fisicos de su funcionamiento un poco mas
adelante), se pueden producir transiciones ”prohibidas” en atomos. En la
figura 6.4 se muestran resultados experimentales que muestran la transicion
5p3/2 — 6p3/2 en uno de los isétopos estables del atomo de rubidio, que ocurre
para una longitud de onda de 911.075 nm. En el experimento se excitaron
atomos desde el estado base hasta el estado 5ps» (transicién dipolar eléctrica)
con un laser sintonizado a 780 nm. De ahi los atomos son excitados al nivel
6ps/2 mediante la transicién prohibida. Para detectar que se efectivamente
se llevd a cabo esta excitacion, en el experimento se detectd la luz azul que
resulta del decaimiento dipolar eléctrico del estado 6ps/, al estado base 5s del
atomo de rubidio. Se observan tres lineas que corresponden a transiciones que
satisfacen las reglas de seleccion para transiciones cuadrupolares eléctricas o
dipolares magnéticas, entre estados hiperfinos del rubidio.

6.6. Un enfoque de mecanica estadistica.

Varios anos antes de que se aplicara de manera consistente la mecdnica
cuantica al estudio de los atomos Einstein hizo un andlisis estadistico de un
conjunto de atomos dentro de un cuerpo negro, en equilibrio con el campo
de radiacion. Se considera que los atomos tienen dos diveles de energia £,
(superior) y E, (inferior) con una frecuencia angular propia hwy, = E,— Ej El
principio del balance detallado nos dice que si los atomos estan en equilibrio
y la frecuencia wy, de la radiacion produce transiciones entre los estados a y
b, debemos de poder aplicar las condiciones de equilibrio a los atomos y el
campo a la frecuencia w,,. Esto es, la denisdad de estados a esta frecuencia
debe ser la que se obtiene de la expresion de Planck para el cuerpo negro.

Supongamos que tenemos /N atomos que se encuentran o en el estado a
o el estado b. Por tanto N = N, + N,. Como vimos en la seccién anterior el
campo electromagnético de frecuencia w,, produce transiciones de absorcién
en las que un atomo en el estado b pasa al estado a y de emisiéon estimulada
en las que se da la transicién opuesta, de a a b. Es claro que para mantener
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Intensidad de fluorescencia

Av (MHz)

Figura 6.4: La transicion 5p — 6p en el atomo de rubidio, que es prohibida
por la aproximacion dipolar eléctrica.
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en equilibrio al sistema es necesario considerar transiciones espontaneas de
a hacia b que ocurren aun si no hay radiacién a la frecuencia wg,. Einstein
supuso que las transiciones de absorcién y emision estimulada son proporcio-
nales a la densidad de energia del campo p(wyp). Nosotros dedujimos a partir
de la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo que ésto es cierto. Si-
guiendo a Einstein escribimos las tasas de cambio de las poblaciones en los
estados a y b. El estado inferior b se puebla por las transiciones desde el nivel
a ya sea por emision estimulada o por emision espontanea, y se despuebla
por las transiciones hacia el nivel a por absorciéon de la radiacion. Las tasas
de transiciéon son proporcionales al nimero de atomos y se pueden escribir
como

Ny Bpap(wap) (6.42)
para absorcion,
NoBapp(Wab) (6.43)
para emisién estimulada y
N Aw (6.44)

para emision espontanea. A los coeficientes de proporcionalidad By,, By ¥
Ay se les conoce como los coeficientes de Einstein, B para absorcién y emision
estimulada y A para emisién espontanea.

La tasa de cambio de la poblacion del nivel b estda dada por

dN,

— = ~NoBuap(wa) + NoBapp(was) + NoAua (6.45)

esto es, la poblacién del estado b decrece por los procesos de absorcién (signo
menos) y crece por las emisiones espontdnea y estimulada (signo mas). La
tasa de cambio de la poblacién del estado a satisface

dN,
dt

= NyBpap(Wap) — NaBapp(wap) — NoAap (6.46)

de tal manera que la poblacion total N no cambia.

Ahora, en equlibrio termodinamico las tasas de transicion deben de ser
cero. Es decir, en equilibrio debe haber igual niimero de transiciones de a a
b que de b a a. Esto quiere decir que en equilibrio

dNy

W =0= _NbBbap(wab) + NaBabp(wab) + NaAab (647)
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y de esta relacion podemos obtener el cociente de poblaciones

& _ Bbap(wab)
Nb Babp(wab) + Aab

(6.48)

Pero sabemos que en equilibrio térmico a una temperatura 7" el cociente de
poblaciones esta dado por la relacion de Boltzmann

Na Ea - Eb hwab

M _ = 6.49
= () = exp(— ) (6.49)
Igualando estas dos expresiones y resolviendo para p(wg,) se obtiene
Aab
p(Wap) = - (6.50)
Byalexp (i) — 5]

Por otra parte la funcién que describe la densidad de energia del cuerpo negro
es la funcion de Planck

hw?

723 [exp(feat) — 1]

plw) = (6.51)

y el principio del balance detallado nos dice que a la frecuencia wy;, estas dos
expresiones deben ser idénticas. Por tanto los coeficientes de Einstein deben
satisfacer

Aab hw3b
= ¢ 6.52
By, w23 ( )
y B
ab
=1. 6.53
B, (6.53)

Recordemos que en la seccion anterior obtuvimos por teoria de perturba-
ciones dependiente del tiempo el coeficiente microscopico que relaciona las
tasas de transicién con la densidad de energia (ecuacién 6.35), y que debe
ser igual a B. Por consiguiente

|| ?m
By = Bpg = ———5— 6.54
b b 360h2 ( )
Y 3 21= |2
Ay = Wap€” [T |* (6.55)

3megc3h
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Ademas de ser un desarrollo muy elegante, las expresiones obtenidas nos
permiten relacionar el comportamiento microscépico de un atomo con el com-
portamiento de un conjunto de &tomos con los que podemos hacer experimen-
tos en el laboratorio. Supongamos que al tiempo t = 0 tenemos Ny atomos en
el estado excitado a y que no hay densidad de energia de campo a la frecuen-
cia de resonancia wgy,. Por consiguiente el sistema esta fuera de equilibrio,
y habra un decaimiento de la poblacion de atomos excitados. Debemos por
tanto utilizar la ecuacion dinamica para la tasa de transicion de a a b que en
este caso es

dN,
dt

Esta ecuacién diferencial puede ser integrada inmediatamente, resultando

= —N, Ay (6.56)

Nu(t) = Nopexp(—) (6.57)

donde 7 = 1/A,;,. Entonces concluimos que la poblacion en el estado excitado
decae con una vida media por emision de radiacion 7 que es igual al reciproco
del coeficiente A, de Einstein. Podemos extender este resultado al caso de un
estado excitado a que puede decaer por emision de radiacion a varios niveles
inferiores b; con respectivas tasas de emisién espontanea A,;,. La vida media
del estado es:

F=%

Ta -

Bajo esta perspectiva cuando se incluye la emision esponténea el estado
excitado no es més un estado estacionario, en el sentido de que si se prepara
al atomo en ese estado ahi se quedaria por siempre. ;Qué efecto tiene esta
vida media de un estado atomico en el espectro de emision? Podemos pen-
sar en un modelo simple de la radiacion emitida que nos da una respuesta
inmediata. Supongamos que el conjunto de &tomos emisores emite una onda
electromagnética de frecuencia igual a w,;, pero con una amplitud que decae
exponencialmente, de la forma

1

Tab;

=3 A, (6.58)

E(t) = E, exp(—i) cos(wgpt) (6.59)

En la figura 6.5 Se muestra esta funcion.
Sabemos que esta onda no es perfectamente monocromatica. Si hacemos
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E(t)

Figura 6.5: Onda electromagnética de frecuencia w y cuya amplitud decae
exponencialmente en el tiempo.
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el andlisis de Fourier de esta funcién obtenemos!
Ey 1
V271 7[5 + (W — wap)?]

Una gréfica de esta funcién se muestra en la figura 6.6. El maximo de emisién
se encuentra en w = wy v la curva tiene una anchura a la mitad de la
altura I' = 2/7. La interpretaciéon de esta distribucién de frecuencias de
emision es que, de acuerdo al principio de incertidumbre de Heisenberg, si el
estado excitado a tiene una vida media 7, su energia esta definida con una
incertidumbre AFE alrededor del valor £, donde

E(w) = (6.60)

T.AE ~ R (6.61)

Por consiguiente, la frecuencia de la onda electromagnética emitida tiene una
incertidumbre

AE 1
h Ta

Llegamos asi a la conclusion de que la frecuencia de la radiacién emitida
por un atomo tiene al menos una anchura dada por el ancho natural Awg =~
1/7.

En el laboratorio podemos medir la vida media del estado excitado, ya
sea directamente midiendo el decaimiento de la intensidad de la radiacién
a partir del instante de la produccion del estado excitado o indirectamente
midiendo la anchura de la distribucion de frecuencias emitidas. Una medicién
de 7, es equivalente a una medicién de ) Ay, y esta suma de tasas de emi-
sion espontanea puede ser comparada directamente con los resultados de un
calculo para los elementos de matriz dipolar. Entonces, la interaccién de una
onda electromagnética con un conjunto de dtomos permite una comparacion
directa entre resultados experimentales y célculos (casi siempre aproximados)
tedricos. Esta comparacion nos permite, por ejemplo, establecer la validez de
las aproximaciones empleadas en la teoria.

Antes de continuar con este analisis general de la interaccion entre atomos
y radiacién electromagnética consideremos un caso ilustrativo de un estado
atémico especial. Nos referimos al estado 2s del hidrogeno. Sabemos que, en
la aproximacion no-relativista, el inico estado con menor energia es el 1s.
También sabemos que por reglas de seleccion no hay transiciones dipolares

!Se ha despreciado un término que contiene en el denominador (w + wep)? v es por
tanto mucho menor que el término que se conserva.
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E(w)

r=2
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ab

Figura 6.6: Espectro de emisién ensanchado por la vida media del estado
superior.
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eléctricas entre estos dos estados (;Por qué?). De hecho un andlisis detallado
indica que las transiciones cuadrupolares eléctricas o dipolares magnéticas
entre estos dos estados tampoco son muy intensas y que el decaimiento ra-
diativo mas importante del estado 2s en hidrégeno es mediante la emision
de dos fotones. Por tanto todos los coeficientes Ao, son muy pequenos y la
vida media del estado 2s es muy grande, del orden de 1 s. Este valor debe ser
comparado con la vida media del estado 2p en hidrégeno que se va a calcular
en el ejercicio 1, y que es del orden de unos 2 ns. A estados atémicos como el
2s en hidrégeno que tienen una vida media muy grande se les llama estados
metaestables.

Resulta tentador medir el ancho de emisién o absorcion de una linea
atomica y relacionarlo, utilizando las expresiones que hemos obtenido, con la
vida media del estado excitado y por tanto con la probabilidad de transicion.
El problema con este razonamiento es que la vida media no es el tnico me-
canismo de ensanchamiento de las lineas atémicas. ;Qué otros mecanismos
fisicos pueden contribuir al ensanchamiento de las lineas de emisién? Para
empezar las colisiones. Los dtomos que emiten o absorben estan en un gas, y
por tanto sufren colisiones. En un modelo del proceso de ensanchamiento por
colisiones podemos pensar en un atomo que sufre colisiones en el proceso de
emision de un tren de ondas monocromatico. Supondremos que por efecto de
la colisién el atomo pierde memoria de la fase, pero contintia emitiendo, como
se muestra en la figura 6.7. Sabemos que una onda asi, con interrupciones
de fase, no es una onda perfectamente monocromatica. Si se hace el analisis
de Fourier del proceso, con colisiones aleatorias durante la emision, se puede
demostrar que la frecuencia de emision tiene una distribucién como la de la
figura 6.6, pero en este caso el tiempo que determina el ancho es el tiempo
promedio entre colisiones 7.. El ancho de linea que se observaria en el labo-
ratorio serfa la suma de anchos natural y por colisiones: I' = 2(1/7 + 1/7.).
Por supuesto que si se disminuye la presion del gas el tiempo entre colisiones
aumenta y la contribucion al ancho debido a la presion disminuye.

Hay atin otro mecanismo de ensanchamiento de las lineas de absorcion o
emision en un gas, y se debe al movimiento relativo. Consideremos una onda
plana, de frecuencia w que se propaga en la direccién z. Un atomo en el gas en
general se esta moviendo, y tiene una componente de velocidad v, respecto a
la direccién de propagacion de la onda. Por tanto en el marco de referencia del
atomo la frecuencia de la onda sufre un corrimiento Doppler, dependiendo
de su estado de movimiento. Como los atomos tienen una distribucién de
velocidades, las lineas de absorcién o emisiéon tienen también una distribucion
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colision colision

Figura 6.7: Atomo emisor (o absorbedor) que sufre colisiones.



150 CAPITULO 6. INTERACCION CON RADIACION.

de frecuencias. Para obtener el perfil de linea en este caso, partimos de la
expresién para el corrimiento de frecuencia angular debido al efecto Doppler:

w=wo(l+ %) (6.63)

donde w es la frecuencia de la onda en el laboratorio y wy es la frecuencia
que mediria un observador que se mueve con el dtomo. Los atomos en el gas
tienen una distribucion de velocidades de Maxwell. A una temperatura 7T el
nimero de dtomos con componente de velocidad entre v, y v, +dv, esta dado

por:
M Mv?

=N .64

n(v,)dv, \/ KT exp(— BT = dv, (6.64)

Donde N es el nimero total de atomos, cada uno de de masa M, y k es
la constante de Boltzmann. En la ecuacion 6.63 despejamos la velocidad v,
del 4tomo y la sustituimos en esta distribucién. Asi obtenemos el nimero de
atomos en el gas que absorben (o emiten) entre las frecuencias w y w + dw,
si en reposo lo harian a la frecuencia wy,

~ me(w — wp)?
= d .
2k;T7r Wo P 2kT wk T W (6.65)

w)dw = N

Esta es una linea de absorcion Gaussiana, centrada en la frecuencia del
atomo wy, tal como se muestra en la figura 6.8. Su anchura media? estd dada
por

S8kT In 2

Este ancho es proporcional a la frecuencia y a la raiz cuadrada de la tempe-
ratura, e inversamente proporcional a la masa del atomo. A este ensancha-
miento de las lineas atémicas se le llama ensanchamiento Doppler.

6.7. El Laser.

Contamos ya con las bases para describir un sistema de gran interés y
que da lugar a dispositivos de gran utilidad: el laser. La palabra LASER

2Esto es, la distancia entre los puntos para los que la intensidad es igual a la mitad de
la intensidad para w = wy.
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Figura 6.8: Perfil de linea gausiano debido al ensanchamiento Doppler.
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es un acrénimo en inglés que significa amplificacién de la luz por emisién
estimulada de la radiacién®.

Iniciemos la descripcién retomando el caso de un conjunto de N ”atomos”
de dos niveles a y b en equilibrio térmico y en presencia de radiacién electro-
magnética a la fecuencia resonante w,,. Como vimos, es necesario que haya
emision estimulada para que se pueda establecer el equilibrio termodinamico
entre los atomos y la radiacién. Consideremos que tenemos un haz de radia-
cién a la frecuencia wgy, incide sobre un elemento de volumen delimitado por
dos superficies planas paralelas, perpendiculares a la direccién de incidencia,
de longitud dz. Al interactuar con el conjunto de atomos la intensidad de la
radiacién (entendida como la energia que cruza en la unidad de tiempo la
unidad de drea) se verd atenuada por el proceso de absorcién. Podemos es-
cribir una relacién cuantitativa para este proceso de atenuacién. Si llamamos
dl al cambio en intensidad, entonces después de pasar por esta rebanada de
material se debe tener

dl = —aldx (6.67)

donde « es el coeficiente de absorcién del medio y depende, en general, de
la frecuencia de la radiacion. Esta ecuacién diferencial puede ser integrada,
resultando una dependencia espacial de la intensidad que decrece exponen-
cialmente al atravesar un medio abosrbedor de longitud L:

I = Iyexp(—al) (6.68)

A esta relacion se le conoce como ley de Lambert-Beer.

Esta discusion empezo6 considerando un conjunto de atomos en equilibrio
a una temperatura 7', de tal manera que la poblacién de dtomos en el esta-
do inferior es mayor que la poblacion del estado superior, y por tanto hay
mas procesos de absorcion que de emision estimulada. Si logramos de alguna
manera sacar de equlibrio al conjunto de atomos, de tal manera que haya
una poblacién mayor en el estado superior, entonces el proceso de emision
estimulada sera dominante y a su paso por el medio la radiacion sera am-
plificada. En este caso hablamos de una inversion de poblacion. El proceso
de interaccion con el haz de radiacién se puede describir, en ausencia de
pérdidas, por la misma expresién (ecuacién 6.68) pero ahora el coeficiente o
es negativo?. Tenemos entonces un ldser, que es un sistema en el que se ha

3Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation
4De hecho « es proporcional a la diferencia entre las poblaciones de los estados que
participan en la transicion
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logrado amplificar la emisién estimulada de radiacién.

En un laser tenemos un medio activo que es el conjunto de atomos en el
que se dard la amplificacién. También se debe contar con un mecanismo de
bombeo, que es el proceso fisico por el cual se logra la inversiéon de poblacién.
La ecuacién 6.68 indica que en un medio con poblacién invertida (y por
tanto con « negativa) la intensidad crece exponencialmente. Esto ocurre solo
en ausencia de pérdidas, pero como no las podemos evitar (siempre hay
pérdidas al menos por difraccién) este modelo es apenas una simplificacion.
En cualquier caso, la intensidad del haz de radiacion crece a medida que se
propaga por el medio activo. Resulta entonces muy 1til si se multiplica el
nimero de veces que el haz pasa por el medio activo. Para lograr ésto se
coloca al sistema en el interior de una cavidad resonante formada por dos
espejos. Esta cavidad sirve, ademas, para disminuir el ancho en frecuencia de
la radiacién amplificada resultante.

Concluimos esta muy breve discusion del laser mencionando que se ha
logrado producir emisién amplificada en diversos sistemas atémicos, molecu-
lares, semiconductores y cristales. Los estados involucrados, los mecanismos
de bombeo especificos y las frecuencias de emision varian de sistema en sis-
tema. Hay laseres en los que el medio activo es un gas, como el de helio nedn
o el de biéxido de carbono, liquidos como los laseres de anilinas, o sélidos
como los laseres de diodo o de cristales como el titanio zafiro. Los mecanis-
mos de bombeo son también muy diversos. Van desde descargas eléctricas
en gases, corrientes en un semiconductor, reacciones quimicas en las que los
productos quedan es estados excitados especificos, o el empleo de luz que
proviene de una lampara o de otro laser. Hay laseres que emiten en una o
unas cuantas longitudes de onda o laseres que son sintonizables en una re-
gién del espectro. Hay laseres que emiten pulsos de luz y otros que emiten de
manera continua. Hay laseres en el infrarrojo lejano (con longitudes de onda
de cientos de micrometros), en el infrarrojo medio (el de C'O,, por ejemplo,
que emite en longitudes de onda de alrededor de 10um) y el cercano (los
laseres de semiconductores que se emplean en CD y DVD por ejemplo), en
el visible (los laseres de helio-nedn, de iones de argén o kriptén, o algunos de
colorantes). En condiciones especificas se puede lograr que gases ionizados en
descargas produzcan emision laser en la regién de rayos x. Las aplicaciones
de los laseres también son muy diversas y van desde su empleo en mediciones
espectroscopicas de precision en laboratorios de investigacién hasta usos en
telecomunicaciones, en medicina, en industria y aplicaciones militares.



