Capitulo 4

Atomos con mas de dos
electrones.

4.1. Tres electrones. Litio.

Consideremos el estado base del atomo de litio, con 3 electrones. Podemos
escribir el Hamiltoniano no relativista para este atomo:

K2 Ze? /1 1 1
H = (V24 V24 V) — (— El _>
2m( 1+ Vot 3) 4meg \ 11 + T9 + T3 +
e? 1 1 1
4 (— SR —)
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= hy+ho+hs+ g12 + 913 + gos (4.1)
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h = v2oZ2e Z (4.2)

_% L 47'('60 5
son los términos del Hamiltoniano que dependen de las coordenadas de un
electréon y

2
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— (4.3)
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son los términos que dependen de pares de coordenadas. Otra vez, si no exis-
tieran los términos de repulsion entre los electrones tendriamos la suma de
tres hamiltonianos hidrogenoides y la solucion seria simplemente el produc-
to de funciones hidrogenoides. Los términos de repulsién son por tanto los
responsables que no haya solucién analitica para este atomo.
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Estamos describiendo un dtomo con tres electrones (fermiones) y por
tanto la funcién de onda electrénica debe ser totalmente antisimétrica ante
cualquier intercambio de las etiquetas de dos de los electrones. La forma de
construir una funcion antisimétrica es mas o menos directa si se recuerda que
un determinante cambia el signo cuando se intercambian un par de renglones
o un par de columnas. Utilizando esta propiedad Slater' propone construir
una funciéon de onda antisimétrica mediante el determinante

1 ¢a(1) ¢b(1) ¢c(1)
$a(2) #(2) ¢c(2) (4.4)

¥(1,2,3) = ——
V3 6a(3) u(3) 64(3)

donde ¢,, ¢p» v ¢. son orbitales de un electron. Notese que los renglones
estan ordenados por la etiqueta del niimero de electrén y las columnas estan
ordenadas de acuerdo a los orbitales. El factor 1/v/3! hace que la funcién de
onda esté normalizada.

Esta construccion de una funcién de onda antisimétrica tiene una conse-
cuencia muy importante en la estructura atémica (y en general en la estruc-
tura de un sistema formado por fermiones). Recordemos que un determinante
se hace cero si tiene dos columnas iguales. Entonces concluimos que no se
puede construir una funcién de onda antisimétrica si dos de los orbitales son
idénticos (por ejemplo, si ¢, = ¢;). Por consiguiente para poder tener una
funcién de onda no nula de un conjunto de electrones cada uno de ellos debe
ocupar un orbital diferente. O de manera equivalente, obtenemos el princi-
pio de exclusion de Pauli: dos electrones no pueden ocupar orbitales con el
mismo juego de nimeros cuanticos.

Nos interesa describir el estado base del dtomo de litio. Siguiendo el pro-
cedimiento que usamos para helio, suponemos que los tres electrones ocupan
los tres orbitales mas bajos posibles. Dos electrones pueden ocupar orbitales
1s cada uno con proyeccion de espin diferente. El principio de exclusién dice
que el tercer electrén ya no puede ocupar el orbital 1s. Por tanto el tercer
electron tiene que ocupar el siguiente orbital en energia, que es el orbital
2s. Por tanto en esta aproximacién el estado base del atomo de litio debe
corresponder a un estado con dos electrones 1s y un electréon 2s. Escribimos
entonces la configuracion base de litio como

15%2s (4.5)

1J. C. Salter, Phys. Rev. 34, 1293 (1929).
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En esta notacién el superindice (que no exponente) indica el nimero de
electrones que ocupan el orbital correspondiente.

La funcién de onda antisimétrica para este dtomo de tres electrones se
escribe como el determinante?

( ) 1 1304%1% 15?51% 2304&13
U(l,2,3) = —| lsa(2) 1s8(2) 2sa(2
V3l Isa(3) 1sB(3) 2sa(3)

%{15(1(1)15ﬁ(2)250z(3) + 1sa(2)1s6(3)2sa(1) +

+1sa(3)1s5(1)2sa(2) — 1sa(1)1s8(3)2sa(2) —
—1sa(2)1s5(1)2sa(3) — 1sa(3)1sp(2)2sa(1)} (4.6)

Para aplicar el principio variacional al atomo de litio primero calcula-
mos el valor esperado del Hamiltoniano con esta funcién de onda de tres
electrones:

(H) = ///dVldVQdV},\II*(l,Q,B)H\I!(l,2,3)

- ///dVlclngV})\IJ*(l,Q,B)[Zh,-+Zgij]111(1,2,3) (4.7)

1<j

Cada una de las funciones de onda antisimetrizadas tiene seis términos y el
Hamiltoniano tiene seis términos también. Por tanto este valor esperado tiene
6 X 6 X 6 = 216 términos diferentes. Sin embargo la expresion que resulta se
simplifica significativamente si se emplean las siguientes propiedades de los
operadores que aparecen en el Hamiltoniano. Consideremos un operador de
un electron, por ejemplo hq, que actia sobre la funcién de onda del electrén
1. Un término arbitrario que contiene a este operador es de la forma

T=///dVldeclVg[¢Z(1)¢Z(2)¢Z(3)]h1[¢d(1)¢e(2)¢f(3)] (4.8)

Cada producto de una funcién espacial por una funcién de espin ¢ = u(7)y
se conoce como espin-orbital’. Para la configuracién base del 4tomo de litio
tenemos entonces tres espin-orbitales diferentes. Como el operador h; solo
actia sobre el electrén 1 los espin-orbitales de los electrones 2 y 3 deben ser

2La proyeccién de espin del tercer orbital considerado es totalmente arbitraria. Ob-
tendriamos los mismos resultados si se usara el orbital 2s/.
3La parte espacial de esta funcién, sin considerar espin, se conoce como orbital.
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idénticos en el lado izquierdo y el lado derecho de estas integrales. Esto es
Oy = ¢ ¥ ¢ = ¢y. Las integrales sobre los volimenes 2 y 3 son justamente las
normas de estos espin-orbitales (e iguales a uno, cada una). El espin-orbital
del electrén 1 es por tanto el mismo antes y después del operador. El término
que estamos considerando resulta

T = 8(a, d)3(b, )8(c, ) x / AV 6 habe (4.9)

esto es, para cada término del determinante del lado izquierdo del valor es-
perado solo el término con los espin-orbitales en el mismo orden en el lado
derecho es diferente de cero. Ademds cuando se integra (suma) sobre las
proyecciones de espin el resultado es la unidad. De los seis términos del
determinante original el electron 1 aparece cuatro veces en un orbital 1s in-
dependientemente de su proyeccion de espin y las dos veces restantes aparece
en el orbital 2s. Entonces, el valor esperado del operador hy entre estos dos
determinantes es

(1) = Sl4{hhs +2(0)o] (4.10)

con resultados idénticos para los valores esperados de los operadores hg v hyg.
Por tanto el valor esperado de la suma de operadores hidrogenoides entre
determinantes de Slater es

(hy + g + hg) = 3 é[4<h>1s b 2(RYae] = 2h)is + (Bas (4.11)

donde .
(h)ne = / AVt hine (4.12)

es el valor esperado de la suma de la energia cinética y potencial de un
electron en el orbital nt.

Para calcular el valor esperado de la suma de los términos de dos electro-
nes del Hamiltoniano, consideremos uno de los operadores, por ejemplo g1
y analicemos uno de los términos que lo contiene en el desarrollo

T = / / / AVidVodVs[ 5 (1) 5 (2) 05 (3)]g1a[Pa(1) e (2)05(3)]  (4.13)

En este caso el operador no actia sobre el electrén 3. Por tanto su espin-
orbital del lado izquierdo y el lado derecho del operador deben ser los mismos
(¢c = ¢¢) y al integrar y sumar sobre espines el resultado es 1. Entonces el
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par de espin-orbitales {¢,, ¢} deben ser el mismo que el par {¢q, ¢.}, aunque
no necesariamente en el mismo orden. Si a = d (y por tanto b = ¢) los dos
términos tienen el mismo signo en ambos determinantes y el producto de
los dos términos es positivo. Sia = ey b = d los dos términos tienen signos
opuestos en los determinantes, y la integral contribuye con un signo negativo.
El término resulta entonces

T = 8(c, /){8(a,d)o(b, ) / / dV1dV; (1) 65 (2)g120a (1) d(2) —
~(a,e)o(b.d) [ [ aVidVas;(1)6;(2)g0a(2)6,(1} - (114)

El primer término de esta expresion es el término directo y el segundo es el
de intercambio. En este tltimo aparecen productos de funciones de espin de
la forma x!(1)x5(1) ¥ x1(2)xa(2) que son diferentes de cero (e iguales a uno)
solo cuando los dos orbitales tienen las mismas proyecciones de espin. Por
tanto podemos escribir este término del desarrollo como

T = §(c, [){6(a, d)3(b, e) / / AVidVa [ua(1)[ Jup(2)[? g1z — 6(a, €)5(b, d) x
x0(ma,mi) | [ dVidVau; (1) (2)gi2ua(2)us(1)} (4.15)

Ahora, la combinacion ¢i4¢1s aparece dos veces, y solo en el término di-
recto.? La combinacion ¢,,¢s aparece en cuatro términos directos y dos de
intercambio. Por tanto el valor esperado del operador g5 es

1
(g2) = iz [diave fussD [un(@)F 922 +
[ [ aiavs s s g1z

—2 / / d%d%uis(l)u;s@)gl?uls(2)U25(1)} (4.16)

Con resultados idénticos para gi3 y go3 si recordamos que en la integracion
las etiquetas de las variables son mudas. El valor esperado de la suma de los
operadores de repulsion entre electrones es entonces

(g12+ 13 + g23) = //dvldvz |U1«f>‘(1)|2 |U15(2)|2912 +

4No hay término de intercambio ya que un electrén 1s tiene funcién de espin « y el
otro § por lo que d(ms,,ms,) = 0.
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2 [ [aiava s s g1z~

[ [ aviavaus, (Dus,(2)gizus (2, (1) (417)

Notese que los dos primeros términos de este valor esperado tienen signo
positivo y ademas tienen a los dos orbitales en el mismo orden. Estos son
los términos directos que se originan en la repulsion Coulombiana. Se pue-
de demostrar que, como en el caso de helio, las integrales resultantes son
positivas y por tanto dan lugar a una disminucién en la energia de amarre
de los electrones. El orden de los ultimos dos orbitales en el tercer término
esta invertido respecto al orden de los dos primeros. Este término de inter-
cambio aparece por la antisimetrizacion de la funciéon de onda. Igual que
para helio, este término es el responsable de una disminucion en la repulsion
Coulombiana y actia solo para electrones que tienen la misma proyeccién de
espin.

Suponemos ademéds que los orbitales se puede escribir como el producto
de una funcién radial por un armonico esférico, esto es

Uns = Rns(r)Yoo(0, @) = Prs(r)

Yo0(6. ¢) (4.18)

donde consideramos ahora las funciones radiales P,, como totalmente arbi-
trarias. Podemos expresar los valores esperados de los términos del Hamilto-
niano en funcién de integrales radiales tinicamente.

Para los operadores de un electron se obtiene:

:./(;OodrPns(r){—h—Qd—2+h2€(£+1)— ze }Pm(r) (4.10)

2m dr? 2mr? 4degr

donde se esta escribiendo el operador de un electrén en general, aunque en
el caso que estamos tratando el valor del momento angular orbital ¢ es cero
(electrones s).

Para los operadores de dos electrones empleamos la expansion:

o0 k

<
Y «9 Y. (0, 4.20
le Z k‘-i— 17“k+1 ; lm 17901) ku( ) ( )
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obteniéndose los resultados:®
|Pn8(r1)|2lpn’s(7"2)|

r>

2
= FYns,n's)

(4.21)

oo} oo}
(nsn's|gia|nsn’s) = / drl/ dro
Jo Jo

para el término directo y

e o0 Pns Pn’s Pns Pn’s
(nsn's|gia|n'sns) =/ drl/ dry (1) (r2) Pra(r2) (1) =
0 0

r>

= G°(ns,n's) (4.22)

para el término de intercambio.
Con estas expresiones obtenemos el valor esperado del Hamiltoniano para
el estado base del atomo de litio:

= 2 [ |

 2m dr? degr
0 h? d? Ze?
drP. —_— L P
+/O T 25(7”){ om dr? 471'607“} 25(7") +
+F%(1s,1s) + 2F°(1s,25) — G°(1s, 25) (4.23)
y queremos obtener las funciones radiales que lo minimizan. En el apéndice
de este capitulo se describe en detalle como se aplica el principio variacional a

las funciones radiales en esta expresion. En breve, se desea obtener el minimo
de este valor esperado. De manera equvalente, si se hacen las sustituciones

Pls_>Pls+5P1.s
P15_>P15+5P15

se debe obtener que no haya variaciones en el valor esperado del Hamilto-
niano. Aqui hay que recordar que las variaciones en las funciones radiales no
son arbitrarias, ya que se deben satisfacer las relaciones de ortonormalidad

/ P dr =1
0
/ |Pysl2dr = 1
0

/' PiyPoydr = 0
JO

5En el caso de litio, con orbitales s, de las integrales del producto de tres arménicos
esféricos s6lo sobreviven los términos con k = p = 0.
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La forma de incluir estas restricciones en las variaciones de las funciones de
onda es mediante multiplicadores indeterminados de Lagrange.

En el apéndice se demuestra que cuando se impone la condicion de minimo
para el valor esperado del Hamiltoniano bajo estas restricciones se obienen
las siguientes ecuaciones que deben ser satisfechas por las funciones radiales
Py Py y donde las constantes €14 v €95 son los multiplicadores de Lagrange.

< P2(2)+ P%(2 * Pis(2) Pos(2
0 0

[5S S
(4.24)

2
[]’L + /Oo —2P15(2) d?"Q‘| PQS - /Oo —Pls(z)PQS(Q) d?"g Pls = EQSPQS (425)

0 rs 0 T
Estas son las ecuaciones Hartree-Fock para el atomo de litio. Los multiplica-
dores se pueden interpretar como las energias de los electrones en los orbitales
1sy 2s. Se trata de dos ecuaciones en las que el valor de las funciones radiales
en un punto depende de los valores de integrales que involucran a las mismas
funciones. Esto es, es un sistema de ecuaciones integro-diferenciales. Para
resolverlas se empieza con funciones radiales de prueba que se sustituyen en
las integrales y asi se pueden calcular los operadores en el miembro izquierdo.
Se resuelven las ecuaciones diferenciales resultantes para las funciones radia-
les y se usan las nuevas funciones para calcular los nuevos operadores. Este
procedimiento se repite hasta que las funciones de salida son iguales a las
funciones de entrada. A este método de solucion de las ecuaciones Hartree-
Fock se le llama método autoconsistente. Hay textos enteros dedicados al
método Hartree-Fock aplicado a dtomos, por ejemplo las referencias [11] y
[15] son especialmente 1tiles. También hay programas de acceso publico con
los que se pueden resolver de manera numérica (no hay otra) las ecuaciones
Hartree-Fock para cualquier atomo.

A pesar de su temible aspecto, las ecuaciones Hartre-Fock apenas per-
miten una solucién aproximada de la ecuaciéon de Schroedinger. Entre las
aproximaciones realizadas una muy importante es considerar solo a la con-
figuracién 1s? 2s. También es una aproximacion suponer soluciones del tipo
de campo central (producto de un arménico esférico por una funcién radial)
cuando el potencial repulsivo que siente cada electrén depende de la posicién
instantanea de los otros dos electrones. Hay forma de mejorar estas aproxi-
maciones, por supuesto el precio a pagar es un incremento en el tiempo de
computadora para el calculo.
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Por supuesto que se puede escribir un conjunto de ecuaciones Hartree-
Fock para las funciones radiales de los demdas atomos en la tabla periddica.
El desarrollo de la teoria Hartree-Fock y sus mejoras es un capitulo muy
interesante en la historia de la fisica atomica y también en la historia de
los métodos computacionales para la solucién aproximada de problemas de
muchos cuerpos. Los textos de Cowan [11] y Froese-Fischer Brage y Jon-
son [15] dan muy buena cuenta del grado de avance alcanzado en el cdlculo
numérico de la estructura electronica de atomos. Los programas desarrolla-
dos por distintos grupos de investigadores a lo largo de varias décadas se
encuentran a disposicion de quien esté interesado en usarlos y en algunos ca-
sos es posible hacer los calculos ”en linea”. Por ejemplo en la pagina de NIST
https://data.nist.gov/od/id/6CF509047B474ACIE05324570681 DE731930 se
pueden descargar los cédigos fuente (FORTRAN) de los programas para rea-
lizar célculos atémicos desarrollados por Cowan [11].

4.2. Berilio y boro.

En principio se puede extender esta discusion para los dos siguientes ato-
mos de la tabla periédica, aunque la notacién se complica significativamente.
En el caso de berilio, con cuatro electrones, la configuracion base que satis-
face el principio de exclusién de Pauli es 1522s2. En berilio tenemos entonces
las dos subcapas mas bajas con el maximo numero posible de electrones. Se
dice entonces que las subcapas estan cerradas. Se puede aplicar el mismo
método variacional y asi obtener las ecuaciones Hartree-Fock para las fun-
ciones radiales Py, v Ps,. La aproximacion que hemos usado, que consiste
en escribir la funcién de onda correspondiente a una sola configuracion, es
particularmente mala en el caso de berilio. Esto se debe a que los orbitales
2p quedan cerca en energia de los orbitales 2s y por tanto el estado base de
berilio es una suma de configuraciones con una contribucion significativa de
orbitales 2p.

Boro tiene cinco electrones. Siguiendo las ideas basicas proponemos que
su configuracion base es 1522s5%2p, con un electrén fuera de capa cerrada. Los
electrones en subcapas cerradas no contribuyen al momento angular orbital
total o al espin total del atomo. Para el electrén 2p hay seis funciones de onda
de un electron diferentes (tres proyecciones diferentes de momento angular
orbital y dos proyecciones diferentes de espin) que pueden ser ocupados. Sin
embargo, esperamos que en ausencia de campos externos la energia total del
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sistema no dependa de ninguna de estas proyecciones. Por tanto esperamos
que el estado base en boro sea seis veces degenerado. La interaccion espin-
orbita levantara parte de esta degeneracién, tal y como ocurrié en los estados
p en hidrégeno. La suma de los momentos angulares orbital (L = 1) y de espin
(S = 1/2) dan lugar a los momentos angulares totales J = L+ S =3/2y
J=|L-S|=1/2.

La descripcién de una configuracion del atomo de boro es, por tanto, casi
la misma de los niveles 2p en hidrégeno, una vez que se toma en cuenta
el efecto de la interaccion del electron 2p con los electrones en las capas
cerradas 1s y 2s. Por supuesto que en esta interaccion se deben incluir los
efectos debidos a la simetria de intercambio.

4.3. Atomos con capas abiertas.

4.3.1. Configuracion, término y estado.

Hasta ahora hemos descrito el estado base de atomos con capas cerradas
(He, Be) o con un electron fuera de subcapas cerradas (Li, B). Se puede
demostrar que el inico valor posible de momento angular orbital para capas
cerradas es L = 0 y que el unico espin posible para capas cerradas es también
S = 0. Por consiguiente el momento angular total de capas cerradas es J = 0.
La descripcion de un atomo con un solo electrén fuera de capas cerradas es,
por otra parte, analoga a la que se hizo con hidrégeno. El valor del momento
angular orbital atomico es igual al momento orbital del electréon fuera de capa
cerrada (S para litio y P para boro). La interaccién espin-érbita desdobla este
nivel de energia en la estructura fina en dos estados del momento angular total
J =1(0+£1/2. En el caso de atomos multielectrénicos se emplean mayusculas
para los estados de momento angular electrénico del dtomo completo.

Carbon (Z = 6) es el primer ejemplo de un datomo con mas de un electrén
fuera de capa cerrada. La configuracion de menor energia es en este caso
15%2522p? (capas 1s y 2s cerradas). ;Qué podemos decir sobre este dtomo?

Construyamos funciones de onda (determinantes de Slater con espin or-
bitales) para dos electrones 2p independientes, pero que satisfagan el prin-
cipio de Pauli. Para un electréon p tenemos 3 valores posibles de proyeccion
de momento angular orbital m, que son —1, 0 y +1. Para cada una de estas
proyecciones tenemos dos valores posibles de proyeccién de espin mg = +1/2.
Tenemos entonces seis espin-orbitales para escoger para el primer electron y
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Tabla 4.1: Microestados de dos electrones 2p.

(117 a0 (17,07
(1+»_1+) (]'+ —1" ) (1_70+)
(1_70_) (1 7_1+) (1_7_1_)
(0+,07) (0+,—1+) (0%, —17)
(0_7_1+) (O > ) (_1+7_1_)

cinco para el segundo electrén (el principio de exclusion impide repetir la
eleccién). Por ejemplo un determinante para dos electrones 2p independien-
tes que satisface el principio de Pauli serfa: (m, = +1, mg = —1/2; mj, = 0,
m/, = +1/2), donde sélo es necesario indicar los valores de las proyecciones
de momento angular orbital y de espin de cada electrén.

El nimero total de combinaciones de dos espin-orbitales es entonces
(6 x 5)/2 = 15. Dividimos entre 2 porque se tiene que antisimetrizar la fun-
cién de onda de tal manera que consideramos que la combinacion ¢, (1)@,(2)
es idéntica a la combinacién ¢p(1)@,(2). Tenemos entonces una base de 15
productos de dos espin-orbitales de dos electrones independientes que llama-
mos microestados. Podemos hacer una lista de estos 15 microestados usando
la siguiente notacién: indicamos con un numero el valor de la proyeccion de
momento angular orbital y con un superindice el signo de la proyeccién de
espin. Asi por ejemplo, el microestado (17, —1") corresponde a un electrén
con proyeccién de momento angular orbital +1 y proyeccién de espin —1/2,
con el otro electron con proyeccion de momento angular orbital —1 y proyec-
cién de espin +1/2. Este estado es compatible con el principio de exclusién
de Pauli. Los 15 microestados posibles se muestran en la tabla 4.1

A partir de esta tabla queremos obtener informacion sobre estados del
atomo en el que los dos electrones interactiian. En particular sabemos que
los estados en los que los dos espines estan alineados (tripletes) tienen una
energia electrostatica de repulsion menor comparada con la energia de re-
pulsién de los singletes. ;Cémo construimos tripletes (acoplados) con los
microestados de la Tabla 4.17 ;A qué valores de momento angular orbital
total corresponden? Podemos tener una idea bastante precisa a partir del
siguiente procedimiento.

Recordemos que para una suma de momentos angulares las proyecciones
de espin y momento angular orbital son iguales a las sumas de las proyecciones
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de cada electron. Esto es, si

L = L4106 (4.26)
S = 5 +5

entonces
S, = 815+ So, (4.28)
Lz - €1z+€2z (429)

Por tanto uno de los microestados de la tabla corresponde a un estado de
méxima proyeccion de espin (4, +) y al mismo tiempo de méxima proyeccién
de momento angular orbital (1,0) (no puede ser (1, 1) ya que viola el principio
de exclusion). El microestado (17,07) tiene las proyecciones Mg = +1/2 +
1/2=+1y My =41+ 0= +1, y no hay otro microestado que tenga estas
mismas proyecciones. Esto quiere decir que debe existir un estado acoplado de
dos electrones con S = 1y L = 1. Para este estado tenemos (25+1)(2L+1) =
3 x 3 =9 valores posibles de las proyecciones de espin y momento angular
orbital. Esto da entonces 9 estados acoplados de dos electrones 2p con L =1
y S = 1. Excepto por los estados extremos de maxima (o minima) proyeccién
de espin y momento angular orbital Mg = +1y M, = +1 (Mg =—1y M, =
—1) todos los demaés estados acoplados de dos electrones son combinaciones
lineales de mas de un microestado de la tabla. Expresiones explicitas para
estas combinaciones lineales pueden obtenerse empleando los operadores de
descenso.

Podemos continuar el analisis buscando en la tabla el microestado con
maxima proyeccion de momento angular orbital sin importar la combinacion
de estados de espin. Es claro que este microestado es el (17,17) que da una
proyeccion de momento angular orbital total M, = +1 + 1 = 2, con tnica
proyeccion de espin Mg = 0. Por tanto debe de ser posible construir estados
de dos electrones 2p con L = 2y S = 0. En este caso hay (25+1)(2L+1) =
1 x 5 = 5 proyecciones diferentes. Esto es, hay otros 5 estados acoplados
de dos electrones 2p que son en general combinaciones lineales de la base
formada por los microestados.

Para construir los estados acoplados hemos utilizado 9 combinaciones
lineales de microestados para el que tiene L =1y S =1 y 5 combinaciones
para el que tiene L = 2 y S = 0. La base original de microestados era de 15
elementos y tenemos una nueva base acoplada con 14 elementos. Por tanto
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Tabla 4.2: Valores posibles de L y .S de los estados acoplados de dos electrones
en la capa 2p. Cada uno de estos renglones constituye un término.
L S | Término | proyecciones

1 1 5p 9
2 0 'D S
0 0 s 1

debe haber un estado acoplado con un solo elemento. La tinica forma de tener
un estado con una sola proyeccion de espin y momento angular orbital es con
L =0y S =0,de tal manera que (25 + 1)(2L + 1) = 1. Este andlisis nos
lleva a concluir que los estados acoplados de dos electrones 2p son los que
corresponden a los términos que se muestran en la tabla 4.2

El primer término es un triplete y los otros dos son singletes. Esperamos
entonces que el triplete sea el término de energia mas baja del atomo de
carbono. Para describir cada uno de estos términos se utiliza la siguiente
notacién: como superindice izquierdo se usa el valor de la multiplicidad (2S5 +
1) y se emplea una letra maytscula en lugar del valor del momento angular
orbital total L. Se utiliza la letra S para L =0, P para L =1, D para L = 2,
I para L = 3 y se sigue en orden alfabético para los siguientes momentos
angulares. Asi, los términos de los dos electrones 2p en carbén son el 2P (se
lee triplete P), el 'D (singlete D) y el 'S (singlete S). El de menor energfa
es el 2P. ;Cuél de los otros dos sigue en energfa?

4.3.2. Reglas de Hund.

Para decidirlo utilizamos las reglas de Hund. La primera regla dice que
para una configuracién dada el término de méaxima proyecciéon de espin es
el de minima energfa (ya utilizamos esta regla para decidir que el 3P es el
término base en carbén). Esta primera regla indica que hay que maximizar
el espin para minimizar la repulsion electrostatica.

La segunda regla de Hund dice que si hay mas de un valor de L para
una misma proyeccion de espin, entonces el término de menor energia es
aquél con mayor valor de L. En nuestro caso L = 2 sigue en energia y el
de mds alta energia es el 1S. Esta segunda regla también tiene que ver con
una minimizacién de la energia electrostatica. Para un mayor valor de L es
posible colocar a los dos electrones en orbitales espacialmente mas separados.
Por tanto la repulsién electrostatica es menor para el mayor valor de L. De
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hecho, toda la discusion anterior se basa en la repulsion electrostética, porque
hasta ahora no hemos considerado mas que la interaccién de Coulomb en el
Hamiltoniano. No hemos tomado en cuenta la interaccién espin-érbita, que
sabemos en hidréogeno es responsable de acoplar el momento angular orbital
del electron y su espin dando lugar al momento angular total j.

Estructura fina.

Para el boro con un electréon 2p fuera de capas cerradas la interaccion
espin-6rbita es similar que en hidrégeno.® Podemos entonces extender los
resultados de hidrégeno teniendo en cuenta que la constante de acoplamiento
Cap, que en hidrégeno se puede calcular de manera cerrada, en el caso de boro
y los demés atomos multielectrénicos depende de las funciones radiales de los
orbitales 2p que se empleen. Se tiene una expresion aproximada obtenida por
Blume y Watson para la constante de acoplamiento espin-orbita de dtomos
multielectrénicos (,,.” En boro la interaccién espin-érbita desdobla el tnico
término 2P de la configuracién base 15*2s*2p(L = 1,5 = 1/2) en los estados
J = 1/2 y 3/2. La notacién para los términos se extiende para estados
colocando el valor numérico de J como subindice derecho. El estado base de
boro es entonces 2P, .

Para carbén y los demas atomos que tienen la capa 2p abierta tenemos
que agregar al Hamiltoniano el término de interaccion espin-orbita:

Hl, =3 (ol - 5 (4.30)
2p

donde la suma es sobre los electrones en la capa abierta sélamente. La re-
pulsion Coulombiana es independiente del espin, y por tanto la base natural
para calcularla es la base en la que el espin y el momento angular estdn des-
acoplados. Por otra parte la ineraccion espin-oérbita justamente acopla espin
y momento angular orbital de electrones individuales, para dar lugar al mo-
mento angular total j; de cada electron. Por consiguiente el Hamiltoniano
completo del sistema (incluida el término de interaccion espin-6rbita) no es
diagonal ni en la base desacoplada (¢, s) ni en la base acoplada j.

6Se puede demostrar que la suma de los términos de interaccién espin-érbita para una
capa cerrada es siempre igual a cero.
M. Blume y R.E. Watson, Proc. Roy. Soc. A 270, 127 (1962).
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4.3.3. Esquemas de acoplamiento de momentos angu-
lares.

En carbon la interacciéon espin-orbita trata de acoplar el momento angular
orbital y el espin de cada electrén, mientras que la interacciéon de Coulomb
trata de maximizar el espin. ;Cudl es mas importante? Se encuentra que en
atomos ligeros, con 7 baja, la interacciéon Coulombiana es dominante y por
tanto hay que acoplar los espines de cada electrén para dar el espin total S,
y también hay que acoplar los momentos angulares orbitales para obtener el
momento angular orbital L.

L =Y4
S =35
J = L+8 (4.31)

A este esquema se le llama acoplamiento LS o Russel-Saunders. Para
atomos con 7Z mas grande es mas conveniente considerar el efecto de la in-
teraccion espin érbita primero. Esto lleva a acoplar primero v y § para cada
electrén y asi obtener su j; = (43, Luego se acoplan los momentos angula-
res totales individuales para dar el momento angular total J = Z;Z A este
otro esquema de acoplamiento se le llama jj.

En carbdn el acoplamiento LS es el indicado y la interaccion espin orbita
desdobla el término 3P. Tenemos L = 1y S = 1, lo que da lugar a J = 0,
1 y 2. La tercera regla de Hund® indica que en este caso el estado base
corresponde a J = 0. En los otros dos términos el valor de S = 0 y por tanto
no hay interaccion espin érbita. En la figura 4.1 se muestran los niveles de
energia del atomo de carbon.

El siguiente atomo en la tabla peridédica es nitréogeno, con una configura-
cién base 1522s5%22p3. En el ejercicio 4 de este capitulo se hace un estudio de
los términos y estados de nitrégeno.

8El enunciado general de esta regla se daré en la siguiente seccién.
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Configuracion base de carbén

Figura 4.1: Niveles de energia de los términos de la configuracion base en
carbén atoémico.
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4.4. La Tabla Peridédica de los elementos.

4.4.1. Equivalencia de electrones y huecos.

Podemos seguir construyendo los estados base de los atomos en la tabla
periédica. Después de nitrégeno sigue oxigeno, con capas cerradas hasta la 2s
y cuatro electrones en la capa 2p. Consideremos un microestado cualquiera
para estos cuatro electrones; por ejemplo el (17170~ — 1) donde el nimero
indica el valor de la proyeccién de momento angular orbital y el signo que le
sigue indica la proyeccion del espin. Recordemos que en la capa 2p tenemos
seis estados de electrones individuales diferentes, que son 17, 17, 0%, 07,
—17 y —17. Cuando la capa 2p estd llena (para neén, como veremos un poco
mé&s adelante) los seis estados estdn ocupados, y hay un selo microestado.
La tnica suma de proyecciones de momentos angulares para capa cerrada
es M; = 0 y la unica suma de proyecciones de espin es también Mg = 0.
Por tanto para la capa cerrada 2p° el unico estado posible es el 1S,. Aho-
ra, regresando al microestado del ejemplo de nuestro atomo de oxigeno, es
totalmente equivalente que lo describamos como el microestado con cuatro
electrones (171707 — 17) o como el microestado de los dos lugares que no
ocupan los electrones, que son (07 — 17). La suma de las proyecciones del
momento angular orbital del microestado electrénicoes 1+14+0—1=1y la
suma de proyecciones de espin es +1/2—1/2—1/2+1/2 = 0. Las cantidades
correspondientes del microestado de estados desocupados son 0 —1 = —1y
+1/2—1/2 = 0. Uno puede demostrar que para cualquier microestado ocupa-
do y el correspondiente desocupado las proyecciones de momentos angulares
orbitales son de la misma magnitud y de signos opuestos, y lo mismo pasa
con las proyecciones de espin. Es entonces totalmente equivalente emplear
los microestados ocupados por electrones o los microestados desocupados o
huecos. Para capas més de medio llenas se tienen menos huecos y por tanto
es mas facil deseribir los términos de los huecos. Asi para oxigeno, con cuatro
electrones en la capa 2p tenemos 2 huecos, y los términos que se obtienen
son los mismos que en carbén: 2P, 'D vy 1S. El orden de energia sigue las
mismas reglas de Hund, excepto que la tercera regla de Hund dice el orden
de los estados dentro de un término como se indica a continuacion:

Tercera regla de Hund: de entre los estados de un término atémico el de
mas baja energia es el de menor valor de momento angular total J si la capa
electronica abierta estd menos de medio llena. Por el contrario, si la capa
estd més de medio llena el estado de menor energia es el de mayor momento
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Tabla 4.3: Configuraciones y estados base de los dtomos en las filas n =2 y
3s, 3p de la tabla periddica.

Atomo Li Be B C N O F Ne
Z 3 4 5 6 7 8 9 10
Config. 2s  2s*  2p 2% 2pF 2t 20 2pS
Estado base 251/2 150 2P1/2 3P0 453/2 3P2 2P3/2 1S0
Atomo Na Mg Al Si P S Cl  Ar
7 11 12 13 14 15 16 17 18
Config. 3s  3s2  3p  3p® 3p>  3pt 3p°>  3pS
Estado base | 2512 'Sy 2Pijs *Py *S3n 3Py 2Py 'S,

angular total J. Es importante hacer notar que la tercera regla de Hund no
dice nada para capas que estan esactamente a medio llenar. La tercera regla
de Hund dice para el oxigeno el estado base es el 3P,.

La discusion del siguiente atomo es entonces muy simple. Flior, con cinco
electrones en la capa 2p o equivalentemente un hueco, tiene una configuracion
base 15?252p° que da lugar a un solo término *P y su estado base es un > Py 5.

Llegamos asi al siguiente atomo, neén, con 6 electrones en la capa 2p.
Como dijimos antes, neén es un atomo de capa cerrada y su estado base es
un 1Sp.

4.4.2. Llenado de capas.

Podemos seguir llenando las siguientes capas, y al mismo tiempo cons-
truyendo la tabla peridédica desde esta perspectiva atomica (ver la tabla pe-
riddica en la figura 4.2). Podemos construir la siguiente fila de llenado de las
capas 3s y 3p, debajo de los dtomos que llenaron las capas 2s y 2p como se
muestra en la Tabla 4.3. Se incluyen sélamente los electrones después de la
capa cerrada inmediatamente anterior. Usualmente los electrones en capas
cerradas se indican por el atomo de capa cerrada anterior entre corchetes.
Asi por ejemplo la configuracién y el estado base de silicio es [Ne]3s%3p? 2 P.

Llegamos a la conclusion importante de que las propiedades quimicas de
los elementos (al menos de los que hasta ahora hemos considerado) estan
directamente relacionadas con la estructura electronica de las capas abiertas
de los dtomos. Asi la primera columna, con dtomos con un electrén ns (n = 2
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y 3) es la columna de los metales alcalinos. La segunda columna, con atomos
de dos electrones en la capa ns, es la columna de las tierras alcalinas. Asi se
puede seguir el andlisis. La penultima columna corresponde a los halégenos,
con 5 electrones en capa np y la dltima a los gases nobles, con capa np
cerrada.

Estariamos tentados a seguir nuestro analisis. Partimos de lo aprendido
al resolver de manera exacta para el dtomo de hidrégeno y de manera apro-
ximada para helio. Si tomamos en serio este camino la siguiente capa que
habria que llenar seria la 3d, en la que podemos poner hasta 10 electrones.
Sin embargo el siguiente elemento en la tabla peridédica es otro metal alcalino,
el potasio, seguido de otra tierra alcalina, el calcio. Debemos de poder expli-
car esta situacion basados en la teoria atomica que estamos desarrollando.
Recordemos que en la solucion de la ecuacion de Schroedinger del atomo de
hidrégeno (sin efectos relativistas) los niveles de energia son degenerados en
el momento angular orbital y s6lo dependen de n, el nimero cuantico princi-
pal. Sin embargo cuando se agregan mas electrones se rompe la degeneraciéon
y la energia de los orbitales depende de n y de ¢. Recordemos también que los
orbitales s tiene simetria esférica y son los unicos con amplitud distinta de
cero para r = 0. Todos los demas orbitales tienen un nodo para r = 0. Si uno
hace un cdlculo (a nivel Hartree-Fock) de la energia de los orbitales atémicos,
y compara las energias de los orbitales 4s y 3d en potasio y calcio encuentra
que los orbitales 4s tienen menor energia que los orbitales 3d. Esto es, debido
a que no son cero en r = (0 los orbitales 4s estan menos apantallados que
los orbitales 3d. Entonces la configuracion base de potasio es [Ar] 4s y la de
calcio es [Ar] 4s%, que concuerda con la asignacion en la tabla periddica. Para
el siguiente atomo, escandio con 21 electrones, los niveles de los orbitales se
vuelve a invertir, siempre y cuando tengamos dos electrones 4s y un solo
electrén 3d. Se tiene entonces un atomo con una capa abierta que no es la
capa de mayor energia. En la figura 4.3 se muestra la posicion relativa de los
orbitales 4s y 3d, obtenida en un cédlculo Hartree-Fock, en potasio, calcio y
escandio.

Entonces, inmediatamente después de calcio sigue el llenado de los nueve
lugares de los metales de transicion, desde escandio (Z = 21) hasta cobre
(Z =29) que deben de corresponder al llenado de la capa 3d. Cierra la capa
3d el zinc con Z = 30. En la tabla 4.4 se presentan las configuraciones y los
estados base de estos metales de transicion.

Hay sorpresas en esta fila de la tabla, y por supuesto tienen una explica-
cion. La primera es cromo. Con 24 electrones le corresponderia la configura-
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Figura 4.3: Posicién relativa de los orbitales 3d y 4s en potasio, calcio y

escandio.

Tabla 4.4: Configuraciones y estados base de los metales de transicion.

Atomo Sc Ti Vv Cr Mn Fe Co

VA 21 22 23 24 25 26 27
Config. 3d  3d* 3d® 3dP4s 3d° 3d° 3d"

Edo. base | 2Dyy 3Fy *Fiyy  "Sy  %Ssn "Dy ‘Fyn PF

3d'4s
2512
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cién base 3d*4s%. Sin embargo la energia de intercambio es tan grande y los
orbitales 3d y 4s estan tan cercanos que se gana energia alineando los espines
de todos los electrones de las capas 3d y 4s, a pesar de que se pierde algo de
energia a la hora de abrir la capa cerrada 4s. Por tanto la configuracion base
de cromo es 3d°4s con un término base 7S. La siguiente sorpresa es cobre,
con 29 electrones. En este caso la configuracién esperada serfa la 3d%4s%. Sin
embargo, la energia que se gana al llenar la capa 3d mas que compensa la
apertura de la capa de energia un poco mayor 4s. Por tanto la configuracion
base del cobre atémico es 3d'%4s.

Es también importante senalar que de acuerdo a esta tabla los atomos
desde escandio hasta niquel tienen uno o varios electrones d en capa abier-
ta.? Por tanto estos atomos tienen momentos magnéticos no-nulos. Esto se
refleja en propiedades magnéticas muy interesantes que dan lugar a muchas
aplicaciones a los compuestos que contienen estos atomos.

Después del llenado de la capa 3d siguen los atomos que llenan la capa
4p (galio hasta el gas noble kriptén). La siguiente fila de la tabla periédica
empieza, de nuevo, con metal alcalino (rubidio 5s), tierra alcalina (estroncio
5s?) y la segunda fila de metales de transicién que llenan la capa 4d. De
manera analoga a la inversion del orden de llenado de los orbitales 3d y 4s
o 4d y 5s, los orbitales 4f se empiezan a llenar después de que se llena la
capa bp con xendn y la capa 6s con cesio y bario. Esto también se debe a
una diferencia en el apantallamiento de los orbitales 4 f, que penetran menos
las capas internas, comparados con los orbitales 5p. El llenado de la capa 4f
da lugar a la primera fila de las tierras raras (lantano hasta iterbio). Sigue la
tercera fila de metales de transicién (lutecio hasta platino, oro y mercurio),
los &tomos que llenan la capa Gp (talio hasta radén). La tltima fila de la tabla
periédica empieza con el metal alcalino (francio) y la tierra alcalina (radio)
de la capa 7s, la segunda fila de las tierras raras (lantdnidos) y elementos
transurdnidos que van llenando la capa 6d.

Con ideas simples y resultados concretos hemos podido explicar la estruc-
tura electronica de los atomos que forman toda la materia que conocemos. Por
supuesto es importante recordar que las ideas de término y estado base que
se obtienen con las reglas de Hund son cada vez menos validas a medida que
crece el numero de electrones en un atomo. También hay que tener cuidado
en relacién al orden de llenado de las capas. Como un ejemplo mencionamos

9Cuando en un atomo se tiene un electrén en un espin-orbital mg, my y el espin orbital
mg, mg No estd ocupado se dice que se tiene de un electrén no-apareado.
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que cerio, con H8 electrones, es una tierra rara. Un calculo Hartree-Fock da
la siguiente como su configuracién base: [Xe] 5d4f6s?, con un electrén en
cada una de las capas 5d y 4f. En la figura 4.4 se muestran algunas funcio-
nes de onda radiales en ¢éste atomo, y en la figura 4.5 los niveles de energia
de los orbitales atémicos correspondientes. Es interesante senalar que todas
las funciones radiales de la figura 4.4 tienen una amplitud significativa para
valores de r < 4ag. Esto implica que el "tamano” de un atomo como cerio,
con H8 electrones, no difiere mucho del "tamano” del atomo de hidrégeno en
el estado base. El esquema de niveles de energia de la figura 4.5 es bastante
representativo del orden de llenado de los electrones en los lantanidos, ex-
cepto por la situacién ambigua de los orbitales 5bd y 4f. Aqui es importante
recalcar que la energia esta dada en Hartrees, donde 1 Ha = 2Ry, = 27.2 eV

Algunos ejemplos para obtener el estado base de una
configuracion.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de la forma en que mediante
el empleo de las reglas de Hund se puede determinar el estado base de un ato-
mo en la tabla periddica. Los ejemplos se seleccionaron para ilustrar distintos
casos. También se comparan los resultados con los estados que aparecen en
las tablas de NIST.

= Primer ejemplo: vanadio con Z = 23. Vanadio es un metal de transicién
de la capa 3d. Su configuracién base es [Ar] 4s? 3d* de acuerdo con la
Tabla 4.4. La tnica capa abierta es la 3d, que tiene 3 electrones. La
primera regla de Hund nos dice que el estado base es aquél en el que
se maximiza el espin. Buscamos el microestado de tres electrones d
con maxima proyeccion de espin y maxima proyeccion de momento
angular orbital (por supuesto que satisfaga el principio de Pauli). El
primer electrén debe ocupar el espin-orbital 2%, el segundo el 11 y el
tercero el 0%. Las sumas de proyecciones en estos tres espin-orbitales
son M, =2+ 1+0=3y Mg =1/2+1/2+ 1/2 = 3/2. Por tanto
el término base de vanadio es *F. Los valores posibles de momento
angular total J van desde |3 —3/2| = 3/2 hasta 3 +3/2 = 9/2. Como
la capa 3d estd menos de medio llena la tercera regla de Hund dice
que el estado base de vanadio es *Fj /2. Las tablas del NIST indican
que este es el estado base, con los estados 4F5/2, 4F7/2 y 4F9/2 a 137.38,
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Figura 4.4: Funciones de onda Hartree-Fock para la configuracién base de
cerio.
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racién base de cerio.

Figura 4.5: Niveles de energia de los orbitales Hartree-Fock para la configu-
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323.46 y 552.96 cm~! por encima del estado base, respectivamente. Es
interesante ver en las tablas de NIST que el primer estado excitado
corresponde a la configuracién 3d* 4s que que resulta de la excitacién
de un electron 4s a la capa abierta 3d.

Segundo ejemplo: rutenio con 44 electrones. Se trata de otro metal de
transicion, pero de la fila 4d. Si uno sigue al pie de la letra las reglas
simples de llenado de capas, la configuracién base serfa [Kr] 5s? 4d®.
Las tablas de NIST dan [Kr] 5s 4d", lo que indica que segunda regla
de Hund domina, y por tanto la capa 4s se abre para poder maximizar
el momento angular orbital. Trataremos estas dos configuraciones por
separado.

e Configuracién base [Kr] 5s 4d": colocamos los 8 electrones maxi-
mizando espin y respetando principio de Pauli. El microestado con
méaximas proyecciones es (5st,27 1,07, —17 —2% 27 17). Los
valores de las proyecciones son My = 0+24+14+0—-1-242+1=3
yMg=+1/2+1/2+1/2+1/24+1/2+1/2—-1/2—-1/2=2. El
término base de rutenio es entonces °F. Tenemos dos capas abier-
tas, la bs y la 4d. La primera a medio llenar y la segunda més de
medio llena. En este caso la tercera regla de Hund se refiere a la
capa 4d y por consiguiente el estado base es el de mayor momento
angular total J. Con L = 3 y S = 2 tenemos los valores J = 5, 4,
3, 2y 1. El estado base de rutenio es °Fj.

e Configuracién [Kr] 5s* 4d®: Seguimos el mismo procedimiento. El
microestado de maximas proyecciones es (27, 17,07, =17, —27,27)
donde ya no incluimos los electrones bs en capa cerrada. Las
proyecciones son M;, = 24+ 14+0—-1—-242 = 2y Mg =
1/2+1/2+1/24+1/2+1/2—1/2 = 2. El estado de menor energia
de esta configuracién es °Dy, de acuerdo con las tablas de NIST.

= Tercer ejemplo: iodo con 53 electrones. Se trata de un halégeno. La

configuracién base es [Kr] 3d' 5s? 5p°. La tnica capa abierta es la 5p,
con 5 electrones. El término base es entonces un 2P y como es capa
méas de medio llena el estado base es 2P /2. Por favor consultar la tabla
de NIST para este elemento, donde se indica que los estados excitados
se describen mejor en el esquema de acoplamiento j7.

» Cuarto ejemplo: bario con 56 electrones. La configuracién base es [Xe| 6s2.
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Tiene por tante subcapas totalmente cerradas y su estado base es 1S
como el de todas las tierras alcalinas.

= Quinto ejemplo: samario, con 62 electrones. El llenado directo da una
configuracién base [Xe| 4% 6s%, que es la misma que reporta NST. Con
6 electrones 4f construimos el microestado con maximas proyecciones
que satisface el principio de Pauli. Se trata de (3,21, 17,07, =11, —27).
Sus proyecciones son My, = 3+2+4+14+0—-1—-2 =3y Mg =
1/2+1/2+1/2+1/2+1/2+ 1/2 = 3. Como la capa 4f estd me-
nos de medio llena el estado base es el de menor momento angular
total J = 0. El estado base de samario es entonces " Fy.
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Apéndice.

Principio variacional para litio.

A continuacion aplicamos el principio variacional al valor esperado del
Hamiltoniano (ecuacién 4.23), considerando como desconocidas las funcio-
nes radiales P;s y Pas, aunque suponemos que satisfacen las condiciones de
normalizacion

/ dr| P, |? :/ dr| Pos|? = 1 (4.32)
0 0

y de ortogonalidad
/ dr Py Py, = 0 (4.33)
0

Para calcular la variacién de H tomamos el valor esperado del Hamilto-
niano con las funciones

P1'8=P13+5P13
Py, = Py + 0Py, (4.34)

y le restamos (H) ;. Las condiciones de ortonormalizacién se incluyen como
multiplicadores indeterminados de Lagrange. En principio hay tres de estos
multiplicadores, aqui consideraremos solo los multiplicadores €15 y €95 para
cada relacién de ortonormalidad!®. Consideremos por ejemplo la variacién de
un par de términos de H. Empezamos con el operador de un electron

R 42 Ze?

h= e 4.35
2m dr?  Adweyr ( )

y la funcion radial Ppg. Tomamos la diferencia entre el valor calculado que se
obtiene de variar la funcién menos el valor con la funcién original, esto es

/'°° dr[(Prs + SPi)h(Pry+ 5P1.) — Prah Py — /'°° dr[Prshd Py + 5 Pyh Py
JO JO

_ 9 /OodrcSPlshPls (4.36)
0

En la primera igualdad hemos despreciado términos cuadraticos en la varia-
ciéon y para obtener la segunda igualdad integramos por partes el término

0Para una discusién detallada sobre este punto ver Froese-Fischer, Brage y Jonson [15].



4.4. LA TABLA PERIODICA DE LOS ELEMENTOS. 111

con la segunda derivada. Para el segundo término de la variaciéon del ha-
miltoniano, con hPss, se obtiene la misma expresion si se reemplaza 1s con
2s.

Para el segundo ejemplo tomemos la variacién del término F°(1s2s) al
variar las funciones Ps vy Py de manera independiente. Un célculo directo
da:

Jo© dry 5= dr (P“(1)+5P“(1))2P25(22j—1”f (1)(Pas+6P2s)2(2) _

=2 [ dr, [° eréPls(l)P;i(l)Pzzs(Q) 2 dry [0 dr25P23(1)Pii(1)P12 (2)(4_37)

Donde por conveniencia hemos cambiado las etiquetas de las variables de
integracién para que el término que contiene la variacién en la funcién radial
quede con la coordenada r; y hemos despreciado el término que contiene el
producto de las dos variaciones § P § Po,. El término F°(1s, 1s) solo depende
de P, v su variacion es

00 oo P 2
4 / Py () / Bsra)” )i (4.38)
0 0 T~
Por ultimo, la variacién de G°(1s,2s) es
0o oo Ps Ps
2/0 (5P15(7”1)/0 Mdrgﬁs(m)dm +

rs

+2 /oo 5P28(7“1) /oo Mdmﬂs(rl)dﬁ (439)
0 0

r>

A la variacién de la energia restamos el producto de los multiplicadores
de Lagrange (2¢1, y €25) por las condiciones de normalizacién de las funciones
radiales

§< H> —2, / Py, Prodr — e, / 5 Pys Pogdr (4.40)
0 0
resultando
fooo 5P15(1){[4h —+ 4fooo %d’l@ + 4f6>o %d?@ — 2613]P13(1) —
—2 fooo —P15(22525(2) dTQPQS(l)}d’f‘l +

+ I 8P {[h + 4 2 P2 — ey Pay(1) —

>
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Ahora suponemos que las variaciones 0 P;; v d P son arbitrarias y por
tanto la Unica forma de satisfacer esta igualdad es si las funciones de onda
radiales satisfacen

oo P2 (2) + P2(2 o Pro(2) Pag(2
lQh + 2/ i6(2) + Pl )d’rg] P —/ Md’l’g Py = €15 P4
0 0

s r>
(4.42)

T> T>

0o 2 00
[h + / —2P13(2) d’l“g] Pgs — / —P15(2)P25(2) d?”g Pls = EQSPQS (443)
0 0

Estas son las ecuaciones Hartree-Fock para litio.



