Capitulo 1

Repaso de mecanica cuantica.

El punto de partida para el estudio de los dtomos, las moléculas y los
solidos es la mecéanica cuantica. Suponemos que el estudiante ha tenido un
curso introductorio en la materia, y que ha resuelto algunos de los sistemas
bésicos, como el pozo cuadrado infinito de potencial o el oscilador arménico.
En este capitulo haremos un breve repaso de los principales resultados de la
mecanica cuantica, mismos que seran utilizados a lo largo de todo el curso.

1.1. Funcion de onda.

De acuerdo a la mecanica cuantica toda la informacion sobre un sistema
fisico se encuentra en su funcién de onda . En principio ¢ es funcién del
tiempo, de las coordenadas de las N particulas que componen al sistema y
también, como veremos mas adelante, de coordenadas ”intrinsecas” como el
espin de cada particula, que denotamos por Y. La interpretacién de esta fun-
cién de onda es la siguiente: [0(71, X1, 72, , X2y - - - » TNy XN 1€)|2 dVidVy ... dVy
es la probabilidad de encontrar al tiempo t al sistema con la particula 1 en
el volumen dV; alrededor de la posicion 77 y con el valor de la coordenada
intrinseca x1, la particula 2 en el volumen dV; alrededor de la posicién 75 y
con el valor yo, ... y la particula N en el volumen dVy alrededor del punto 7y
con valor xy. De esta interpretacion se desprende que para un sistema ligado,
localizado en una regién finita del espacio, la funcién de onda v satisface la
condicién de normalizacion

Z/‘dv1 /'dvg... /dVN|¢(F1,F2,...,FN,t)|2 —1 (1.1)
) .
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donde las integrales se calculan sobre los volumenes completos que pueden
ser ocupados por cada una de las particulas y la suma se efectiia sobre todos
los valores posibles de las coordenadas intrinsecas ;.

1.2. Ecuacién de Schroedinger.

La evolucion de la funcién de onda esta dada por la ecuacion de Schroe-
dinger
N
ot
donde H es el Hamiltoniano del sistema. En los sistemas que estudiaremos

en estas notas el Hamiltoniano se puede obtener de la expresion clasica para
la energia no-relativista del sistema

Hi = ih (1.2)

Fugs =T+V (1.3)

donde
2

=%y L (1.4)

=1 2m

es la energia cinética y la energia potencial V' se puede escribir como la suma
de las energias potenciales de cada particula en un potencial externo mas
potenciales de interaccién entre pares de particulas

N

V=30 + S eli) (15)

1=1 1<J

El operador Hamiltoniano del sistema se obtiene de la expresion 1.3 haciendo
la substitucién p; — —ihV,;. Este es el primer ejemplo de la sustitucion
de las variables dinamicas clasicas por operadores en mecanica cuantica. El
Hamiltoniano no-relativista del sistema de N particulas es entonces

=3 [-devr Ut + i) (16)

1<j

y por tanto la ecuacién de Schroedinger (ec. 1.2) es una ecuacién diferencial
para la funcién de onda 1.
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1.3. Operadores.

De acuerdo a la mecdanica cuantica una descripcién del sistema se obtiene
del conocimiento de la funciéon de onda . Y la descripcion cuantica es ne-
cesariamente probabilistica. Si realizamos mediciones independientes de una
magnitud fisica O a la que se asocia el operador O en sistemas idénticos,
todos ellos con la misma funcién de onda 1, en general obtendremos resul-
tados diferentes. La mecanica cudntica nos dice que el valor esperado de una
medicion de la magnitud asociada al operador O se obtiene con la funcién
de onda a partir de

(0) = /w*éwdv (1.7)

donde hemos simplificado la notaciéon para la integral, que debe realizarse
sobre todos los volimenes de las coordenadas de las particulas que compo-
nen el sistema, y también debe de sumarse sobre los valores posibles de las
coordenadas intrinsecas ;.

El tnico caso en que una medicion de la magnitud O da un resultado
Unico es cuando la funcién de onda satisface

O = ot (1.8)

donde o es un numero. Se dice entonces que 1 es una eigenfuncién del ope-
rador O con eigenvalor o. El resultado de una medicion es igual al valor
esperado de O, que a su vez es

(0) = /zp*()zpdv - 0/ W2dV = o (1.9)

donde hemos usado la condicién de normalizacién de la funcion de onda.

En este punto es importante hacer una lista de algunos operadores cuanti-
cos que provienen de magnitudes fisicas clasicas. Los operadores correspon-
dientes a la posiciéon 7, el momento lineal py el momento angular orbital v
son

o= T
p — —ihV
(=7Fxp — —ihkFfxV (1.10)

Si conocemos la funcién de onda de un sistema podemos calcular el valor
esperado de cualquiera de estos operadores o de cualquier otro operador que
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sea una combinacion de estos operadores. En particular, el Hamiltoniano del
sistema es uno de estos operadores.

Se define el conmutador de dos operadores O y P como

[O, 15} = OP - PO (1.11)
donde se supone que los operadores actiian sobre una funcién arbitraria a su
derecha. En caso de que el conmutador sea igual a cero se tiene que OP = PO
y se dice que los dos operadores conmutan.

Se dijo antes que si se mide una variable dindmica asociada a un operador
se obtendra como resultado uno de sus eigenvalores. También dijimos que solo
cuando el sistema estd preparado en una de las eigenfunciones del operador
se obtiene como resultado de la mediciéon un valor tinico, que es el eigenvalor
correspondiente. Aqui senalaremos que no es posible preparar a un sistema
fisico en una eigenfunciéon de dos variables dindmicas que corresponden a
operadores que no conmutan. O de manera equivalente, no se pueden medir
con exactitud las variables dinamicas que corresponden a operadores que no
conmutan. Por el contrario, si se tiene un conjunto de operadores 01, Oz,
de operadores que conmutan entonces es posible preparar al sistema en un
estado cuya funciéon de onda es, al mismo tiempo, eigenfuncién de cada uno
de estos operadores.

1.4. Estados Estacionarios.

Supongamos ahora que el Hamiltoniano no depende del tiempo. Podemos
entonces buscar una solucion de la ecuacion de Schroedinger que es el produc-
to de dos funciones. Una de ellas que depende tinicamente de las coordenadas
espaciales, y la otra depende solo del tiempo. Esto es

(1) = () T'(t) (1.12)
Se puede demostrar directamente que la funcion
E
T(t) = exp(—%t) (1.13)

es la solucion para la funcién que depende del tiempo y que la funcion ¢
que depende de las coordenadas espaciales debe satisfacer la ecuacién de
Schroedinger independiente del tiempo

Ho = E¢ (1.14)
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que es una ecuacion de eigenvalores. La eigenfuncién del Hamiltoniano es
la funcién de onda ¢ y el eigenvalor es el valor de la energia del sistema
E. Se encuentra asi la solucién de estado estacionario de la ecuacion de
Schroedinger.

En general para un sistema ligado se obtiene un conjunto discreto de
eigenvalores y eigenfunciones { E;, ¢;} para la ecuacién de Schroedinger inde-
pendiente del tiempo. Se puede demostrar que si £, ¢; y E;, ¢; son elementos
de ese conjunto, con F; # E; entonces

[ siosav =y (1.15)

y decimos que las funciones forman un conjunto ortonormal. También se
puede demostrar que cualquier funcion ”bien comportada” puede ser escri-
ta como combinacion lineal de este conjunto de eigenfunciones. Esto es, se
pueden obtener los coeficientes del desarrollo de la funcién f:

f= Zci@ (1.16)

para ello multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por el complejo
conjugado de una de las funciones del conjunto ortonormal (por decir gb;*) e
integramos sobre todo el espacio. Suponemos que podemos invertir el orden
de la suma y la integral en el miembro derecho y empleamos la relacién de
ortonormalidad, resultando

¢ =/¢;’f fav (1.17)
Si ademas la funcién f esta normalizada, entonces se satisface
L= [rpav =Y ce; [ 6i0,av = 3|l (1.18)
(¥ i

El problema de obtener los eigenvalores y las eigenfunciones del operador
O se puede replantear bajo esta perspectiva. Supongamos que f es una ei-
genfuncion del operador O. Escribimos la relacién de eigenvalores en la base
{o:} ) )
Of = ZciO@- = Of = OZC”@' (119)
2 K3

Nuevamente multiplicamos ambas sumas por el complejo conjugado de una
de las funciones del conjunto {¢;} e integramos, resultando

Z Ojici = Z O(SjiCi (120)

i
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donde el elemento de matriz del operador Oj; es

Oji = /qb;*f)@dV (1.21)

Entonces el problema de obtener los eigenvalores y las eigenfunciones del
operador O es equivalente al problema de obtener los eigenvectores ¢; y los
eigenvalores o de la matriz formada por los elementos Oj;. La condicién que
deben de satisfacer los cigenvalores estd dada por la ecuacion caracteristica

det (O —o0l)=0 (1.22)

1.5. Soluciones aproximadas.

Veremos mas adelante que en la mayor parte de los casos que estudia-
remos la ecuacion de Schroedinger no tiene una solucién analitica cerrada.
Entonces sera necesario encontrar soluciones aproximadas que permitan ob-
tener funciones de onda y valores de la energia, también aproximados, al
menos para algunos estados del sistema. En esta seccion enunciaremos dos
métodos que se emplean para obtener soluciones aproximadas a la ecuacién
de Schroedinger.! En ambos casos se presentaran los resultados sin demos-
trarlos de manera rigurosa. El lector interesado puede encontrar discusiones
mas detalladas en cualquier texto de mecénica cuantica.

1.5.1. Teoria de perturbaciones independiente del tiem-

po.
El primer método aproximado es la teoria de perturbaciones indepen-

diente del tiempo. Escribimos la ecuacion de Schroedinger Hiyp = &£, y

suponemos que podemos escribir el Hamiltoniano del sistema como

H=Hy+V=Hy,+\X (1.23)

donde Hy es un Hamiltoniano del que conocemos su conjunto de eigenvalores
v eigenfunciones {E?, ¢;} v el potencial V es "pequeiio”. De hecho reescri-
bimos este potencial como A/ para indicar mediante el pardmetro A, con

0 < A< 1, la”pequenez” de la perturbacion.

Los dos métodos se emplean para resolver la ecuacién independiente del tiempo. En el
capitulo 6 se presentaran técnicas para la solucién aproximada de la ecuacién de Schroe-
dinger dependiente del tiempo.
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Escribimos la funciéon de onda del nuevo Hamiltoniano como una super-
posicién de eigenfunciones del Hamiltoniano no perturbado Hy:

y la sustituimos en la ecuacién de Schroedinger:

ﬁZCi¢i = [[:Io + /\Z/[} Zcmi = SZci(bi (125)

1

Ahora aplicamos los operadores a cada término de la suma, recordando que
& _ 04 .
Hopi = Ej i

[Z B g+ A Zu@@] =& Z Cihi (1.26)

Multiplicamos ambos miembros de esta ecuacién por una de las funciones ¢,
integramos y utilizamos la ortogonalidad de las funciones de onda, resultando:

J

(EO - 5) Cj + )\Zcib{ji =0 (127)
donde el elemento de matriz de la perturbacion

Uji = / QU dV (1.28)

Tenemos una ecuacién 1.27 para cada estado 7 del sistema.

En teoria de perturbaciones se hace un desarrollo de las energias y de
los coeficientes ¢; en series de potencias del parametro \. Para empezar si
A = 0 se tiene el Hamiltoniano sin perturbar. Para el estado k£ de H, sabemos
que €& = EY y ¢; = 8y, Utilizamos estos valores como punto de partida del
desarrollo en serie de potencias:

E = EX+EON+EDN 4.
¢ = O+ cIN+ PN (1.29)

Se sustituyen estas expansiones en la ecuacién 1.27
(B9 — (BR+ EOX+ EON 4 )] (56 + A+ N+ ..
A (0 + A+ PN+ ) Ui =0 (1.30)
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y se agrupan los términos de acuerdo a la potencia de A, que es la que
determina el orden de perturbacién. Veamos que sucede cuando se iguala a
cero el coeficiente de cada potencia de X\. A orden cero se tiene

(E? = E) dju =0 (1.31)

que es una identidad. Esto justifica la selecciéon del primer término en la
expansion de la energia y del coeficiente ¢; Para anular el coeficiente de la
primera potencia de A se debe satisfacer:

(E;) _ E,g) C§1) _ E(1)5jk + U =0 (1.32)

Se tienen dos posibilidades. Si j = k el primer término se anula, resultando
la correccion a primer orden de la energia

BV =uy; (1.33)

Esta expresion dice que a primer orden la correccion a la energia es el valor
esperado de la perturbacion. Por otra parte, si j # k el segundo término es
el que se anula, obteniéndose el coeficiente a primer orden
(1) U,
c; = ——— (1.34)
J 0_ 0
Ep — E;
Se puede continuar el desarrollo a érdenes superiores. En particular nos

interesa la correccién a segundo orden de la energia, que resulta (demostrar-
lo):

g — 5 Mal (1.35)
TOAE B |

Estos resultados para teoria de perturbaciones son véalidos siempre y cuan-
do el conjunto de energias no sea degenerado o casi-degenerado.? Esto es, para
poder calcular 1.34 se necesita que E; # E;. En caso de que haya un sub-
conjunto de eigenfunciones de H, degeneradas o casi-degeneradas la teoria
de perturbaciones indica que hay que calcular los elementos de matriz del
operador de perturbacion V en este subconjunto

Vij = [ 6ivesav (1.36)

2Decimos que un conjunto de estados sometidos a una perturbacién es casi-degenerado
cuando los elementos de matriz de la perturbacién son comparables en magnitud con las
separaciones de las energias.
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para luego diagonalizar la matriz correspondiente. En el capitulo 5 tendre-
mos oportunidad de ilustrar el uso de la teoria de perturbaciones de estados
degenerados cuando estudiemos el efecto Stark en hidrégeno.

1.5.2. Método variacional.

El segundo método aproximado para calcular el estado base (o de mas
baja energia) de un sistema se basa en el principio variacional de la mecénica
cuantica que establece que para un Hamiltoniano H y una funcion arbitrariay
no necesariamente normalizada u el valor esperado del Hamiltoniano dividido
entre la norma de la funcién es necesariamente mayor o igual a la energia del
estado base. Esto es

[w*HudV
[ul>dv —

Para probar esta afirmacion hacemos las expansion de u en eigenfunciones

de H

Eq (1.37)

7

y le aplicamos el Hamiltoniano
Hu=Y ¢,Ei (1.39)

donde hemos supuesto que la energia del estado ¢; es E;. Ahora calculamos
el valor esperado del Hamiltoniano con la funciéon w.

[uwtruav =3 b [ j0av = 3 jEi (1.40)
i

17j

Para la segunda igualdad usamos la relacion de ortonormalidad de las eigen-
funciones de H. La doble suma se colapsa entonces y podemos escribir

/u*ﬁudv =3 |’ E; (1.41)

y como FEj es el menor eigenvalor la suma del lado derecho satisface

Z|Ci|2Ei 2 ZlCi|2 Eo (142)
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Por tiltimo, la suma 37, |¢;|” es igual a la norma de la funcién u (demostrarlo),
por lo que

/u*]:]udv > E0/|u|2dV (1.43)

que es lo que queriamos demostrar.
Ahora, podemos utilizar este principio variacional con una funcion de
prueba u que depende de uno o varios parametros para obtener el minimo de

[ u*HudV

en funcion de esos parametros. Se obtiene asi una aproximacién a la funcion
de onda y una cota superior a la energia del sistema.

Con esta muy breve revisién de algunos resultados de la mecanica cuanti-
ca concluimos la introduccién y suponemos que estamos en condiciones de
aplicarlos al estudio de los dtomos, las moléculas y los sélidos.



