Capitulo 14

Vibraciones de la red.

En este capitulo estudiaremos la propagacién de una onda mecdanica en
un sélido elastico. Empezamos con el tratamiento clasico de la elasticidad. La
ley de Hooke nos dice que en un material elastico el esfuerzo es proporcional a
la deformacién unitaria. En una barra sélida el esfuerzo I' es igual a la fuerza
dividida entre la seccién tranversal y por tanto la ley de Hooke establece que

F o0&

I'= 1= O@x (14.1)
donde a la constante C' se le conoce como el modulo elastico del material. Se
puede demostrar directamente que una perturbacién en un material elastico
se propaga como una onda con una velocidad de propagacion v = /C/p
donde p es la densidad del material. Este andlisis clasico es valido siempre
y cuando se satisfaga que la longitud del elemento de sélido que se mue-
ve 0x sea mucho mayor que dimensiones atémicas y al mismo tiempo sea
menor que la longitud de onda de la perturbacién que se propaga. Estamos
pensando en la propagacién de ondas acusticas, con velocidades caracteristi-
cas de 1 km/s y por tanto podemos describir la propagacién de ondas con
frecuencias inferiores a una frecuencia de corte dada por

v 1 km/s

N 9% 10%H 14.2
e 5x10 0, ? (14.2)

Veorte =

en el infrarrojo.

A continuacién describiremos la propagacion clésica de ondas en una red
cristalina. Consideraremos los modelos méas simples en una dimensiéon que
permiten estudiar los modos normales de vibracién de cadenas formadas de
atomos unidos por potenciales interatémicos de corto alcance.
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Figura 14.1: Cadena lineal monoatémica

14.1. Cadena lineal monoatdmica.

Empezaremos considerando una cadena lineal formada por N atomos
idénticos colocados en los minimos de un potencial periédico V' (z) como se
muestra en la figura 14.1. Podemos hacer la expansion del potencial al que
estd sometido cada atomo alrededor de su posicion de equlibrio

19°V 1
Vo(z) =V, (na) + iwha(ﬁ —na)? =V, + 5/@'(3: — na)? (14.3)

que es la expresién para un potencial armonico. Para oscilaciones pequenas
estamos considerando entonces un conjunto de N osciladores armoénicos cada
uno de masa M y unidos a sus vecinos por resortes idénticos de constante k.
Podemos utilizar mecanica clasica para escribir la ecuacién de movimiento
de cada una de las masas. Sobre la masa que ocupa el lugar ¢ actian dos
fuerzas, una debida al resorte que la conecta a la masa ¢ — 1 y otra la resorte
que la une con la masa ¢ + 1. Si llamamos &; a la separacién de la masa ¢
respecto a su posicion de equlibrio ia, la segunda ley de Newton resulta en
la ecuacién de movimiento:
d*¢
moy = K1 — &) — k(& — &im1) = k(i + &1 — 28) (14.4)

Buscamos ahora los modos normales que son solucién de este conjunto de
ecuaciones diferenciales. Para ello suponemos una solucién de la forma:

& = Aexpi(ka® — wt) (14.5)

Esto es, suponemos que todas las masas oscilan con la misma amplitud y
frecuencia. También suponemos que la dependencia espacial sélo se da a
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través de la posicién de equlibrio 22 = na. Sustituyendo esta expresion en la
ecuacion de movimiento 14.4 se obtiene:

expi(kna — wt)(—w?MA) = kAexpi(kna — wt)[exp(ika) — 2 + exp(—ika)]

(14.6)
Cancelando el factor comin A expi(kna — wt) resulta
~w?M = 2k(coska — 1) (14.7)
y despejando se obtiene
w? = 4£sen2(@) (14.8)
M 2 '
Que da lugar a la relacion de dispersiéon
k
w= 2,/% senja (14.9)

En la figura 14.2 se muestra una grafica de esta relacién de dispersion que da
la frecuencia de oscilacion de la red en funcién del vector de onda k. Es claro
que hay una frecuencia maxima de oscilacién que se obtiene de la ecuacion
14.9 cuando ka/2 = w/2 y es:

K

max:2 o 14.10
i =2y [ (14.10)

Falta saber los valores que toma el vector de onda k. Si tenemos N atomos
en la cadena entonces su longitud L debe satisfacer L = Na. Pedimos que se
satisfaga la condicion de periodicidad &,y = &,, 1o que hace que los valores
del vector de onda estén dados por la relacién

b 2tp  2mp
P Na L
donde p es un entero entre 0 y N — 1.

De la relacién de dispersion también podemos obtener la velocidad de
propagacion de ondas en el sélido, que es igual a la velocidad de grupo
_dw
dk

que esta definida para toda k excepto en los minimos. Si conocemos el com-
portamiento de la velocidad de grupo cerca de k£ = 0 entonces podremos

(14.11)

(14.12)

Vg
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Figura 14.2: Relacién de dispersion para las vibraciones de una cadena mo-
noatémica de atomos.
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comparar con el modelo macroscopico y asi relacionar la constante elastica
C con la constante del resorte k. Para ésto consideremos el limite de longi-
tud de onda grande, esto es, deseamos obtener el valor de la velocidad de
grupo cuando A = 27/k >> a. En este caso senka/2 ~ ka/2 y por tanto
w? ~ k/Mk?a?. La velocidad de grupo estd dada por

w K
N R — 14.1
/Ug ]{f Ma’ ( 3)

Notese que para ondas de longitud de onda grande la velocidad de grupo
es igual a la velocidad de fase. Por otra parte el modelo macroscopico dice

que la velocidad de fase esta dada por v = /C'/p. La densidad (lineal) de la
cadena es p = M/a y por tanto se tiene

Ca K
=\— =/— 14.14
v=\37 = Vs (14.14)
y por tanto C' = ka

El signo que se obtiene de la velocidad de grupo dada por la relacion de
dipersién 14.9 indica que en la frontera de la zona de Brillouin cambia la
direccién de propagacion de las ondas, esto es, hay una reflexién de la onda
de oscilacion justo en la frontera de la zona de Brillouin.

14.2. Cadena lineal diatomica.

Podemos ahora estudiar las vibraciones de una cadena lineal formada por
dos tipos de atomos como la que se muestra en la figura 14.3. La distancia
entre atomos consecutivos es a/2 y consideraremos que los atomos de masa
M ocupan las posiciones na/2 con n un entero par, mientras que los dtomos
de masa m ocupan las posiciones con n impar. Ademas supondremos que
tenemos N celdas diatomicas en la cadena, y que se satisface la condicion
de periodicidad &,y = &,. Los resortes que unen a atomos consecutivos
son todos idénticos, y estamos suponiendo que sélo hay interaccién entre
primeros vecinos. Podemos por tanto escribir las ecuaciones de movimiento
del sistema. Para el atomo de masa M en el sitio n (por tanto n es par) la
ecuacion es

d*¢,
dt?

= K(Ent1 — 260+ Enm) (14.15)
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Figura 14.3: Cadena lineal de dos dtomos

y para el atomo de masa m en el sitio n — 1 la ecuacion de movimiento es

2
md 5:2‘1 = k(& — 2601 + &0 o) (14.16)

Nuevamente queremos obtener los modos normales de oscilacién de este sis-
tema. Suponemos soluciones de la forma:

§n = Aexpi(kz, — wt) (14.17)

para los atomos M con n par; y de la forma
&n = aAexpi(kx, — wt) (14.18)

para los dtomos de masa m. También supondremos que z,, & 29 = na/2. Es-
tamos suponiendo que los dos atomos oscilan a la misma frecuencia y también
que « tiene la informacién sobre la diferencia en la amplitud de oscilacién
de cada tipo de atomo. Sustituyendo estas funciones en las ecuaciones de

movimiento obtenemos

-ka

— M Aw? expi(k% —wt) = KA expz’(k% — wt) [04 (ei% + €7Z7) — 2}
(14.19)

—maAw? exp i lk‘m;l)a — wt] = krAexpi lk(n—l)a

— wt] X
x{[eF + %) —2a}  (14.20)
Cancelando los factores comunes obtenemos el sistema de ecuaciones

k
—Muw? =2k <a cos ?a - 1) (14.21)

k
—maw® = 2k <COS g - a) (14.22)
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que tenemos que resolver para o y w. Por ejemplo, podemos despejar « de
cada ecuacion, obteniendo

2K — Mw?
= 14.23
“T 9% cos(ka/2) ( )
2k cos(ka/2)
=—"- 14.24
“ 2K — mw? ( )
Igualando se obtiene la siguiente ecuacion para la frecuencia
4 2 2. oka
mMw® — 2k(M + m)w” + 4k sen 5 = 0 (14.25)
cuya solucion es
o KM Am) (M+m>2 4 Lka]"? (14.26)
W= —7"7—7—" %K — sen”— :
Mm Mm Mm 2

Los dos signos dan dos relaciones de dispersién y por tanto dos ramas. Con
el signo — se tiene la rama acustica que corresponde a la propagacion de
ondas de longitud de onda grande. Con el signo + se tiene propagacion de
ondas de longitud de onda pequena de la rama dptica. En la figura 14.4
se muestran las curvas de dispersion acustica y Optica para el caso en que
las masas M y m estan en la relacion 2 : 1. Sustituyendo las relaciones de
dispersién 14.26 se puede obtener el valor de « que, a su vez, indica la relacion
entre las amplitudes de oscilacién de las masas M y m. No haremos aqui el
algebra correspondiente. En uno de los ejercicios se obtendra o para casos
particulares.

14.3. Fonones.

Los célculos que hemos realizado hasta ahora han sido clasicos. Para pasar
a una descripcién cuantica de las vibraciones en el cristal emplearemos, como
en el caso de las vibraciones moleculares, los resultados del oscilador armoénico
cuantico. Para cada frecuencia de modo normal w; habra un conjunto de
valores de energia dados por

1
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Relaciones de dispersién de una cadena lineal diatémica.
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Hablaremos entonces de que en el modo ¢ hay n; fonones. Los fonones son
entonces las particulas asociadas a los modos de excitacion vibracional en un
solido, de igual manera que los fotones son las particulas que corresponden
a los modos de excitacién del campo electromagnético. Ambas particulas,
fonones y fotones, son bosones y por tanto emplearemos la estadistica de
Bose-Einstein para describirlos. Como para cualquier boson, la cantidad de
fonones en un solido no se conserva. Los fonones pueden ser creados o des-
truidos en procesos de colisiones.

14.4. Contribucion al calor especifico de los
metales.

Contamos ahora con la informacién necesaria para hacer un calculo apro-
ximado de la contribucién de las vibraciones a la capacidad calorifica de un
sélido (en un aislante esta es la tinica contribucién, mientras que en un con-
ductor hay que agregar la del gas de electrones libres). Utilizaremos el modelo
de Debye para realizar el calculo.

Consideremos primero la energia promedio de un oscilador armoénico de
frecuencia caracteristica w. A la temperatura 7T la energia promedio es

o o(n+1/2)hwexp[=(n+ 1/2)hw/kpT]
oexpl—(n+1/2)hw/kpT]

y podemos evaluar esta energia promedio utilizando la funcién de particion

(B) = (14.28)

7 = i exp[—(n + 1/2)hw/kgT] (14.29)
como ) o(n2)
(E) = kgT 5T (14.30)

La funcién de particion se puede evaluar de forma cerrada

Z = exp(—hw/2kpT)[1 + e M/keT 4 o=2he/ksT 4 ]

o—Tw/2kpT
= T (14.31)
resultando una energia promedio del oscilador
1 hw
<E> = ihw + m (1432)



360 CAPITULO 14. VIBRACIONES DE LA RED.

que es la suma de la energia de punto cero hw/2 més la energfa de un fonén
hw por el nimero promedio de fonones a la temperatura 7', que esta dado

por (Bose-Einstein)
1

() = Gl — 1 (14.33)

La capacidad calorifica C' de este oscilador estd dada por la derivada de
la energia promedio respecto a la temperatura, y resulta

_d(E)y . /6N o7
C=" =k (T> EToTR (14.34)

Aqui © = hw/kp. En la figura 14.5 se muestra el comportamiento la energia
promedio y de la capacidad calorifica de un oscilador en funcion de la tem-
peratura. Se comparan los resultados cuanticos con las predicciones clasicas
de kgT para la energia promedio y kg para C.

Consideremos ahora el conjunto de osciladores en el sélido. En este caso
la energia promedio del sistema es

> (1 fiw
V= /0 (27“” ) m) glw)dw (14.35)

donde g(w) es la densidad de estados dada por

dk
o) = gk (14.36)
y g(k) es la densidad de estados en el espacio k. Por tanto, para obtener
g(w) necesitamos la relacién de dispersion w(k) para los fonones, cosa que
vuelve el tratamiento general muy complicado. Debye propone una forma
para evaluar la integral 14.35. La suposicion basica es que solo se excitan
los modos de frecuencias bajas (o longitud de onda larga), para los que la

relacion de dispersion es simplemente
w = vk (14.37)

donde vy es la velocidad del sonido en el solido. Nétese que éste es el limite
k — 0 de la relacion de dispersion de la cadena monoatémica y de la rama
acustica de la cadena diatomica. En tres dimensiones la densidad de estados
resultante es proporcional al cuadrado de la frecuencia g(w) = (w?. Para
obtener la constante de proporcionalidad Debye introduce una frecuencia de
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Figura 14.5: Energia promedio y capacidad calorifica de un oscilador armoni-
co.
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corte wp (frecuencia de Debye) de tal manera que el nimero total de modos
en la red es igual a tres veces el nimero de dtomos en el cristal (tres modos
por cada dtomo).

» 3
/ " Wl = C%D — 3N (14.38)
0

De aqui se obtiene ( = 9N/w?,. Sustituimos ahora esta densidad de estados
en la energia vibracional del sélido, ecuacién 14.35 resultando

N (b (1 h
U = 93/D<hw—|—w >w2dw
0

w3 2 ehw/ksT _ 1
9 9N [wp fiw?
= gthD + u.)?’D/O mdw (1439)

La capacidad calorifica es la derivada de la energia por unidad de volumen
respecto a la temperatura

2 wp o Aphw/kpT
_d(U/V) 9N h / ( we o (14.40)
0

C — _
dr Vw3, kpT? ehw/kpT — 1)2

Haciendo el cambio de variable x = hw/kgT se obtiene

N T N\ ep/T  ghe®
— 9 gy (— T 14.41
% 9VkB<@D>/0 (e — 1™ (1441)

donde hemos definido la temperatura de Debye como ©p = hwp/kp. Consi-
deremos ahora el limite de bajas temperaturas. En este caso el limite superior
de la integral es muy grande, y puede tomarse como x — co. La integral es
igual a 47* /15 y la capacidad calorifica resulta

1274 N T\
= — kg — 14.42
¢ 5 VP (@D> ( )

La capacidad calorifica de la red cristalina a bajas temperaturas es entonces
proporcional a T, lo que est4 en excelente acuerdo con datos experimentales.
En el caso opuesto, a altas temperaturas, el limite superior de la integral es
pequeno, y por tanto podemos hacer e¢* ~ 1 4 x en el denominador. La
capacidad calorifica resultante es ahora

N T \? [©p/T z* N
O~ 0k () / T odr =3k 14.43
viE\e,) b 2TV (14.43)
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que es el resultado clasico (ley de Dulong y Petit). La forma empleada por
Debye para aproximar la integral da excelentes resultados en ambos limites.
Sin embargo no es tan buena en puntos intermedios. La principal razon de
esta falla se debe a la suposicion de que la relacion de dispersion es la de
longitud de onda larga y no se satisface en todo el intervalo de frecuencias.



